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Einleitung

Mit Archimedes erreichte die Mathematik der Antike ihren H6hepunkt.
Sein Gedankenreichtum auf allen Gebieten der Mathematik, in der Astro-
nomie, Hydrostatik, Mechanik und Technik verlieh ihm schon in der
Antike ein hohes Ansehen, noch gesteigert durch die Erfindung auf3erst
wirkungsvoller Verteidigungswaffen, mit deren Hilfe seine Vaterstadt
Syracus auf Sizilien den romischen Belagerern zwei Jahre Widerstand
leisten konnte.

Hans WuRing'

Der Begriff Genie wird haufig recht leichtfertig verwendet. Wenn es jedoch um Archimedes
(ca. 287 — 212 v.Chr.) geht, kann man diesen Begriff verwenden, ohne Angst haben zu
mussen, damit der inflationaren Verwendung dieses Begriffs weiteren Vorschub zu leisten.
Selbst das Pradikat Jahrtausend-Genie ist in seinem Fall durchaus angemessen.

Archimedes war einer der drei besten Mathematiker aller Zeiten; nur Newton und Gauf3

werden allgemein als ihm ebenblrtig angesehen.*
Wie von einem Jahrtausend-Genie nicht anders zu erwarten, hat Archimedes sowohl bis
dahin ungeloste Probleme erfolgreich bearbeitet, als auch neue produktive Konzepte und
Sichtweisen eingefiihrt. Die mathematische Formulierung des Hebelgesetzes und das
Prinzip des hydrostatischen Auftriebs — beides noch immer gelehrte Grundeinsichten der
mathematischen Physik - sind heutzutage seine bekanntesten Leistungen. Zu seinen
Lebzeiten hat wohl — jenseits seiner Kriegsmaschinen — das von ihm entworfene
Planetarium bei seinen Mitmenschen den grof3ten Eindruck gemacht.
Eher unbekannt ist, dass ihm mittels der archimedischen Spirale, die Rektifikation des
Kreisumfangs gelang: Er konnte zu einem beliebigen Kreis eine (gerade) Strecke mit der
Lange des Umfangs konstruieren. Archimedes hat natirlich eine lange Liste weiterer
geometrischer Probleme geldst. So hat er Oberflache und Volumen von Rotationskdrpern
(darunter auch jene der Kugel) bestimmt. Bei den ebenen Figuren ist speziell seine Arbeit
zur Quadratur der Parabel hervorzuheben: Er hat dabei mehr 1700 Jahre vor den ersten
Anfangen der modernen Integralrechnung die Integration der Parabel, sprich die
Flachenbestimmung unter einem Parabelsegment, klassisch geometrisch gemeistert.
Archimedes ist (vermutlich) die Konstruktion des regularen Siebenecks gelungen und er
hat Verfahren zur Benennung von Zahlen kosmischer Gré3enordnungen entwickelt.

Bedeutsam ist Die Sandzahl (oder die Sandrechnung), in der alle Zahlen bis A * 108 mit

10°
A =(109)

eine Benennung erhalten und die unbegrenzte Fortsetzbarkeit der Zahlenreihe

ausgesprochen wird.?
Von herausragender ideengeschichtlicher Bedeutung ist das von Archimedes eingefihrte
Konzept des Schwerpunkts. In einem Text namens Uber das Gleichgewicht ebener
Fléachen fuhrt Archimedes dieses flr die moderne Physik unverzichtbare Konzept zunachst
fur zweidimensionale (flache?) Objekte ein.® Ab der Renaissance wird dieser Begriff
vermehrt flr starre, raumliche (dreidimensionale) Kérper nutzbar gemacht* und ist seitdem
nicht nur eins der Schliisselkonzepte der Statik, sondern ist genauso fur die mechanische

Hans WuRing:Vorlesungen zur Geschichte der Mathematik. Frankfurt am Main. Verlag Harri Deutsch 2008. S. 68.
Paul Strathern: Archimedes & der Hebel. Frankfurt am Main: Fischer Taschenbuch Verlag 1999. S.11.

Hans WuRBing: 6000 Jahre Mathematik. Bd 1. Berlin, Heidelberg. Springer Verlag 2008. S. 198.

Vgl. z.B. Ostwald Klassiker der exakten Wissenschaften, Band 201. Archimedes: Uber Spiralen. Kugel und
Zylinder [u.a.]. Frankfurt am Main: Verlag Harri Deutsch 1996. S.175ff.

4 Archimedes hatte zwar bereits in Uber schwimmende Korper das Konzept des Schwerpunkts auf dreidimensionale
Korper angewandt, dabei jedoch nur den Paraboloiden genauer diskutiert. In der Methodenlehre hat sich
Archimedes zur Lage der Schwerpunkte fiir Zylinder, Kegel und Prisma gedufert, diese Schrift war damals aber
unbekannt und wurde erst im 20. Jahrhundert wieder entdeckt.

WIN P~ %
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Dynamik von zentraler Bedeutung. Erst wenn man bei der Bewegung von Kérpern speziell
die Bewegung ihrer Schwerpunkte Dbetrachtet, kann man den Bewegungen jene
Trajektorien zuordnen, die man dann — unter den Ublichen Idealisierungen — als zweifach
nach der Zeit differenzierbare Bahnkurven auffasst, welche das Standardthema der zeitge-
nossischen dynamischen Mechanik darstellen. Dass es in der aktuellen Physik dabei
genaugenommen haufig um Massenmittelpunkte und nicht mehr um Schwerpunkte geht,
mindert das Verdienst des Archimedes kaum. Der Massenmittelpunkt ist ein legitimer
Nachkomme des Schwerpunkts.® (KI)

Wenn man Arbeiten von Archimedes liest, ist man haufig erstaunt, wie modern seine
Denkansatze sind. Aber vielleicht sollte man es besser anders herum formulieren: Es ist
verbliffend, wie langanhaltend sein Einfluss auf die Denkweisen der mathematisierten
Naturwissenschaften war und noch immer ist. Das hat natirlich damit zu tun, dass, als
sich ab der Renaissance die modernen Naturwissenschaften herauszubilden begannen,
die Schlusselfiguren dieses Prozesses Archimedes-Leser waren.

Trotz des hohen Ansehens, das Archimedes schon in der Antike besal3, konnten damals
hdchstens eine handvoll seiner Zeitgenossen seine anspruchsvollsten Arbeiten im Detail
nachvollziehen und wirdigen. Es gab einen Mangel an kompetenten Dialogpartnern und
Archimedes hat darunter wohl auch gelitten. Allgemeine Bewunderung ist eben kein
vollwertiger Ersatz fur produktiven Gedankenaustausch.
Die archimedischen Schriften haben auch nach seinem Tode lange warten missen, bis
sie ein Publikum fanden, das die inspirierende Kraft der Schriften aufnehmen konnte und
in der Lage war — in Archimedes' Sinn und auf seinen Ergebnissen aufbauend — am
weiteren Fortschritt der Wissenschaften zu arbeiten. Das hat auch damit zu tun, dass in
puncto Mathematik und mathematisierte Naturwissenschaften das Mittelalter im lateinisch-
katholischen Europa eine wirklich dunkle Epoche war. So fand man in Kldstern nichts
dabei, die Uberaus raren Kopien der archimedischen Schriften mit Gebeten oder Psalmen
zu Uberschreiben. Und so gingen bis zum Jahr 1.000 im lateinisch-katholischen Europa
die Archimedes Schriften praktisch vollstandig verloren.® Die archimedischen Texte sind,
zu unser aller Gluck, im griechisch-orthodoxen Byzanz zumindest etwas pfleglicher behan-
delt worden. Mittels der dort erhaltenen Quellen konnte — ab spaten Mittelalter — ein
Groliteil des archimedischen Schrifttums wieder im katholisch-lateinischen Europa zu-
ganglich gemacht werden. So konnten Kopien seiner Texte viele Jahrhunderte nach ihrer
Niederschrift als wichtige Quelle fiir eine neue Blite der Wissenschaften genutzt werden.

Archimedes sollte von Omar Khayyam, Leonardo da Vinci, Galileo Galilei und Isaac

Newton gelesen werden; sie waren seine eigentlichen Leser, und durch sie erlangte seine

Arbeit ihre Bedeutung.’
Um den Schatz, der in den Schriften des einen Genies schlummert, zu heben, bedarf es
haufig eines anderen Genies.?

5 Zur Bedeutung des Begriffs des Massenmittelpunkts in der modernen Physik vgl. z.B. die Feynman Vorlesungen
zur Physik. Band 1, Kapitel 18 und 19.

6 Ich bin immer wieder dariiber erstaunt wie wenig den Vertretern der modernen Mediavistik widersprochen wird,
wenn diese die Einstufung des lateinisch-katholischen Mittelalters als dunkler Epoche zu einem unbegriindetem
Vorurteil der Neuzeit erkldren. Zugegeben, es gab im katholischen Mittelalter Entwicklungen zu differenzierteren
gesellschaftlichen Strukturen und zu Institutionen mit vergleichsweise klar abgegrenzten Kompetenzen, es gab auch
nennenswerte Verbesserungen bei handwerklicher Technik, Waffen und in der Landwirtschaft, aber wenn man
christliche Theologie nicht zu einem ausreichenden Substitut fiir Mathematik und mathematisierte Wissenschaften
erklart, dann gab es im Bereich Hochkultur einen Wissensverlust, der eine Kennzeichnung als dunkler Epoche als
durchaus angemessen erscheinen ldsst.

7 Reviel Netz & William Noel: Der Kodex des Archimedes. Miinchen. dtv 2010. S. 43.

8 Der Gedanke, dass alle Menschen mehr oder minder gleich oder zumindest gleichwertig begabt sind, mag seinen
Charme haben, es gibt jedoch keinen Grund, der Natur einen ausgepréagten Sinn fiirs Egalitdre zu unterstellen. Und
auch wenn man die ungleiche Verteilung von Talent fiir eine himmelschreiende Ungerechtigkeit halt, es sind
erstaunlich wenige, denen wir die Mehrzahl der groRen intellektuellen Durchbriiche zu verdanken haben.
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Neben den unmittelbaren Resultaten sind es vor allem zwei Aspekte seines Denkstils, mit
denen Archimedes auch noch Jahrhunderte nach seinem Tod Einfluss auf die mathe-
matisierten Naturwissenschaften nahm:

- Wenn Archimedes brilliert, dann héaufig durch die Analyse von Gleichgewichts-
situationen und die Benennung der einschlagigen Gleichgewichtsbedingungen. Ein
vertieftes Verstandnis von Gleichgewichten ist haufig der zentrale Angelpunkt
seiner Arbeiten. Bis heute folgen viele Arbeiten der theoretischen Physik dieser von
Archimedes gestifteten guten Tradition: Lass uns zuerst Gleichgewichtssituationen
analysieren und die einschlagigen Gleichgewichtsbedingungen benennen. Wenn
wir wissen, wann etwas im Gleichgewicht ist, dann sehen wir schon viel klarer. Ein
neuzeitliches Beispiel fir die Fruchtbarkeit dieses Ansatzes ist das Gedanken-
experiment des Archimedes Lesers Stevin.®

« Vielleicht noch segensreicher war die Aufmerksamkeit, die Archimedes Symmetrien
schenkt. Symmetrieargumente werden in den Beweisen teils explizit genutzt oder
dienen als leicht aufzufassender Hintergrund bei der Anlage der Beweisgénge.
Zudem tauchen Symmetrieforderungen immer wieder als Teil der Pramissen
(Postulate) auf. Wie ungemein zentral Symmetrien fur die theoretische Physik sind,
hat im 20. Jahrhundert insbesondere Emmy Noether deutlich gemacht. Mit einem
gruppentheoretisch gelauterten Symmetriebegriff im Gepack konnte Noether einen
fundamentalen Zusammenhang zwischen den Symmetrie-Gruppen von Theorien
und deren ErhaltungsgroRen aufzeigen.'® Das bei Noether verwendete Symmetrie-
konzept geht zwar deutlich Uber den noch stark geometrisch eingefarbten
Symmetriebegriff bei Archimedes hinaus, aber Archimedes hat wieder den ent-
scheidenden ersten Impuls gegeben: Achte auf die Symmetrien und nutze sie als
leistungsstarkes Beweismittel! Die Bedeutung von Symmetrien ist heutzutage
unstrittig. Wenn von Fachwissenschaftlern Gber die Physik der Zukunft spekuliert
wird, so nimmt die Frage nach der anzusetzenden Symmetrie-Gruppe einer solchen
noch aufzufindenden Theorie stets eine hdchst prominente Stelle ein. (KI)

Neben seinen theoretischen Beitragen zu Mathematik (Strukturwissenschaft) und
theoretischen Physik (empirische Wissenschaft), hat Archimedes auch sehr beachtliches
bei der Lésung praktischer Probleme geleistet. Und es sind vor allem seine praktischen
Arbeiten und Leistungen, die als Aufhénger fir die Geschichten und Legenden rund um
Archimedes dienen. Ein paar dieser Archimedes-Geschichten sollen — ohne viel Aufwand
in die Prufung des Wahrheitsgehalts zu investieren — in die Schilderung seines Lebens
und seiner Leistungen eingeflochten werden.

Die oben angesprochene Unterscheidung zwischen Strukturwissenschaften und empir-
ischen Wissenschaften hat Archimedes Ubrigens so nicht gemacht. Diese Unterscheidung,
mit der uns heute gelaufigen Betonung des prinzipiellen Unterschieds zwischen Struktur-
wissenschaften und empirischen Wissenschaften, ist erst viel spater aufgekommen.

Was aber Archimedes kannte, war die Unterscheidung zwischen einerseits der Entwick-
lung einer Vermutung samt deren Stitzung durch die sogenannte mechanische Methode
sowie anderseits der Sicherung der entsprechenden Satze durch geometrische Beweise:

Archimedes ist oft durch mechanische Uberlegungen zu Einsichten iiber geometrische
Zusammenhange gekommen. Er schreibt selbst dazu (...):

9 Siehe hierzu auch Feynman/Leighton/Sands: Feynman Vorlesungen zur Physik, Band 1. Miinchen. Oldenburg
Verlag 1987. S. 64f.

10 Dass Emmy Noether trotz dieser und noch vieler anderer Leistungen und trotz der Unterstiitzung durch Hilbert eine
Professur in Gottingen verweigert wurde, einfach, weil sich die damals dabei auch stimmberechtigten Historiker
daran gestort haben, dass Noether eine Frau war, kann man emporend finden, auch wenn man vielen Auspréagungen
des modernen Feminismus ansonsten eher kopfschiittelnd gegeniiber steht.
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Gewisse Satze sind mir erst durch eine mechanische Methode klar geworden, muf3ten
aber nachher geometrisch bewiesen werden, weil ihre Behandlung nach der genannten
Methode keinen wirklichen Beweis liefert.**

Zur mechanischen Methode des Archimedes gehdren Formen des Ré&sonierens, die
etliche Gedanken der frihen Analysis schon in der Antike vorweggenommen haben. So
prasentiert er in seiner Methodenlehre z.B. eine Technik des Herleitens von Resultaten,
bei der man gut von einer Vorform des Prinzips von Cavalieri sprechen kann. Uber die
Frage wie man die Bedeutung der diesbeziiglichen archimedischen Uberlegungen am
angemessensten widrdigt und wie nah Archimedes bereits damals, in der Antike, der
Mathematik des 17., 18. und 19. Jahrhunderts wirklich kam, wird bis heute gestritten. Klar
ist jedoch: Vieles von dem, was er an Sichtweisen und Methoden in seiner Methodenlehre
vorstellt, betrachtet er zwar als ungemein hilfreich zum Auffinden von Satzen wie zur
Planung von Beweisen, aber er hélt diese Sichtweisen und Methoden nicht fir ausreich-
end gesichert, um darauf seine Beweise griinden zu wollen. In der Methodenlehre geht es
vor allem um gute Heuristik, nicht um verlassliche Beweistechnik. Die damaligen antiken
Geometer hatten beim Thema Beweisen einen Sinn fir Strenge, der sich mit ungeklarten
Problemen beim Indivisiblen oder Infinitesimalen nur schlecht vertrug.*?

Nach Archimedes’ eigenen Aussagen hat ihm die sogenannte mechanische Methode
wichtige Dienste bei der Klarung vieler Fragen geleistet. Aber erst wenn die so
gewonnenen Vermutungen zusatzlich durch (geometrische) Beweise gesichert worden
waren, war fur Archimedes das Problem erledigt.

Und wenn dann etwas mit der gebihrenden geometrischen Strenge bewiesen worden
war, dann wurde fir Archimedes damit auch ganz automatisch etwas uber die erfahrbare
Welt ausgesagt. Der Gedanke, dass méangelfrei bewiesene Aussagen als Beschreibung
der Welt schlichtweg empirisch falsch sein kdnnten, taucht bei Archimedes nicht auf. Dass
es in der erfahrbaren Welt die Mdéglichkeit zu kleineren Abweichungen zu den von ihm
bewiesenen Theoremen gibt, hatte Archimedes vermutlich zugestanden. Die Objekte der
realen Welt entsprechen ja nie so ganz den idealisierten Objekten, die in den Beweisen
auftauchen. Das ware aus seiner Sicht aber wohl der einzige Punkt gewesen, der es der
erfahrbaren Welt ermoglicht, (in gewissen, relativ engen Grenzen) von den von ihm
bewiesenen Theoremen abzuweichen. Nach der Entdeckung der nicht-euklidischen
Geometrien beurteilt man solche Fragen heute deutlich anders.

Wenn im folgenden versucht wird, einen Einblick in die Fille des von Archimedes hinter-
lassenen Materials zu geben, dann wird jenseits der Ausfiihrungen im Unterabschnitt
Kreismessung kein Versuch unternommen, einen tieferen Einblick in die (meist etwas
langeren) Beweisgange zu geben.’® Im Abschnitt zur Parabelquadratur wird jedoch, als
Beispiel fur eine bestimmte Beweistechnik, ein Hilfssatz mit Beweis komplett vorgestellt.
Ansonsten begnugt sich dieses Paper meist mit ein paar Hinweisen zur Beweisstrategie.
Wenn nun unter diesen Beschrankungen den Leistungen des Archimedes nun etwas
naher getreten wird, dann wird dabei auch ansonsten keinerlei Art von Vollstandigkeit
angestrebt. Es soll ein erster informativer Einblick in die unglaubliche Schaffenskraft
dieses Jahrtausend-Genies gegeben werden, mehr nicht.*

11 Herbert Meschkowski: Denkweisen groRer Mathematiker. Braunschweig. Vieweg 1990. S.26.

12 Die Griindervéter der Analysis waren da etwas toleranter. Sie nahmen gewisse Ungereimtheiten in Kauf, weil sie
von der Leichtigkeit, mit der man mittels dieser neuen Mathematik Resultate erzielen konnte, fasziniert waren. Erst
die Arbeiten von WeierstraR zeigten zum ersten Mal eine Moglichkeit auf, Mangel bei der Grundlegung der
Analysis konsequent zu vermeiden. Falls man Archimedes jemals Beweise aus der Friihzeit der Analysis vorgelegt
hétte, gut moglich, dass er sich auf die Seite des Analysis-Kritikers George Berkeley geschlagen und die
Unklarheiten und Probleme im Bereich der Grundlagen der Analysis deutlich moniert hétte.

13 Der Leser findet jedoch héufiger Fullnoten, die auf Literatur mit den Beweisen hinweisen.

14 Hinweis: Es gibt Autoren die vom Umfang des archimedischen (Euvres derart wenig beeindruckt sind, dass sie
ernsthaft nach einer Erklarung dafiir suchen, warum Archimedes kein groferes Gesamtwerk hinterlassen hat (vgl.
Ivo Schneider: Archimedes. Springer Spektrum; 2. Auflage 2016. S. 14f). Dieses Papier hélt das fiir einen etwas
sonderbaren Ansatz und wird nicht nach einer Archimedes hindernden Produktivitdtsbremse Ausschau halten.
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Biografisches

A LIFE of Archimedes was written by one Heracleides, but this biography
has not survived, and such particulars as are known have to be collected
from many various sources. According to Tzetzes he died at the age of
75, and, as he perished in the sack of Syracuse (B.C. 212), it follows that
he was probably born about 287 B.C. He was the son of Pheidias the
astronomer and was on intimate terms with, if not related to, king Hieron
and his son Gelon. It appears from a passage of Diodorus that he spent
a considerable time at Alexandria, where it may be inferred that he
studied with the successors of Euclid. It may have been at Alexandria
that he made acquaintance of Conon of Samos (...) and of Eratosthenes.
Sir Thomas Heath’

Das Leben von Archimedes (ca. 287 — 212 v.Chr.) scheint sich, mit Ausnahme seines
Aufenthalts in Alexandria, fast ausschlief3lich in Syrakus auf Sizilien abgespielt zu haben.
Archimedes hat den Ersten wie den Ausbruch des Zweiten Punischen Kriegs erlebt:

Unter Hieron Il unternahm Syrakus im Jahr 264 v.Chr. einen Feldzug gegen im
sizilischen Messina ansassige Mamertiner. Von den anféanglichen militarischen Er-
folgen seiner Truppen konnte Hieron Il allerdings nicht lange profitieren. Vielmehr
wuchs sich dieser urspringlich regionale Konflikt schnell zum Ersten Punischen
Krieg aus (264 bis 241 v.Chr.). Die antiken GroRméachte Karthago und Rom kampf-
ten nun um die Vorherrschaft auf Sizilien. Und da hatte Syrakus, als vergleichs-
weise kleine sizilische Regionalmacht, das Nachsehen. Von rémischen Truppen in
die Defensive gedrangt, gelingt Hieron Il ein Friedensschluss zu relativ moderaten
Bedingungen: Freilassung der romischen Gefangenen, Rickgabe der frisch
eroberten Gebiete, Zahlung von 100 Talenten, formelle Bundesgenossenschaft mit
Rom. Syrakus beendet den Ersten Punischen Krieg als Verbindeter Roms.

Geht man von einem Geburtsjahr um 287 v.Chr. aus, dann war Archimedes beim
Ausbruch des Ersten Punischen Kriegs ein junger Mann. Einen Teil des Ersten Punischen
Kriegs durfte Archimedes in Alexandria erlebt haben. Wann genau er am Museion in
Alexandria (der Alexandrinischen Schule) Zeit verbrachte lasst sich nicht genauer
eingrenzen.'® Gelegentlich wird modern sogar angezweifelt, dass er je in Alexandria war.*®

Archimedes erlebte auch den Ausbruch des Zweiten Punischen Kriegs. Seine Heimatstadt
schlug sich in diesem Krieg auf die Seite Karthagos:

Der Zweite Punische Krieg (218 — 202 v.Chr.) hatte fur das Altertum eine &hnliche
Bedeutung wie der Zweite Weltkrieg fir die Moderne. Es handelte sich um eine
Katastrophe von bisher nie dagewesenem Ausmal3, welche die Geopolitik des
Mittelmeerraums auf den Kopf stellte. Fir eine kurze Zeit sah es so aus, als ob Hannibal
Rom erobern wirde. Doch Rom Uberlebte triumphierend und war am Ende des Krieges so
méchtig, dass es samtliche Lander am Mittelmeer unter seine Gewalt gebracht hatte. Die
Unabhéngigkeit der griechischen Staaten war vorbei, die Zivilisation, die Archimedes
reprasentierte, war gedemiditigt. Einer der entscheidenden Wendepunkte des Kriegs war
der Fall von Syrakus. Die fuhrende griechische Stadt im westlichen Mittelmeerraum hatte
durch ihre Allianz mit Karthago die falsche strategische Entscheidung gefallt. Im Jahre 212
v.Chr. erlag Syrakus nach einer langen Belagerung einem Verrat. Seine von Archimedes
konstruierten Verteidigungsanlagen blieben im Kampf ungeschlagen. Wir wissen nicht
genau wie, aber Archimedes kam dabei um.’

sk

15

16
17

Thomas Heath: The Works of Archimedes. Mineola, New York. Dover Publications 2002. S. xv f.

Im Lexikon der Naturwissenschaftler des Spektrum Verlags aus dem Jahr 2000 findet sich (ohne jede Quellen-
angabe) im Archimedes Eintrag die Formulierung ,,studierte um 245 in Alexandria®. In (nahezu) wortlich iiber-
einstimmenden Archimedes Eintragen in diversen Brockhaus Produkten findet man dieselbe fragliche Angabe.
Naturgemds ist jede antike Quelle anzweifelbar. Das ist bequem zur Verldngerung von Publikationslisten nutzbar.
Reviel Netz & William Noel: Der Kodex des Archimedes. Miinchen. dtv 2010. S. 35. Hinweis: Es ist anzumerken,
dass der Machtzuwachs, den Rom im Zweiten Punischen Krieg erfuhr, zwar enorm war, es aber noch iiber ein
Jahrhundert dauerte bis ,es simtliche Lander am Mittelmeer unter seine Gewalt gebracht hatte“.
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Da wir den Fall von Syrakus relativ zuverlassig auf 212 v.Chr. datieren kénnen, gilt das
Todesjahr von Archimedes gemeinhin als sicher. Dass Archimedes im Alter von 75 Jahren
gestorben ist — jene Information die uns zur Berechnung seines ungefdhren Geburtsjahrs
dient — ist keinesfalls vergleichbar sicher. Die beste Quelle, die wir daftir haben, Johannes
Tzetes, lebte im 12. Jahrhundert unserer Zeitrechnung. Man weild nicht, ob ihm
entsprechend aussagekréftige, heute unbekannte antiken Quellen vorlagen oder ob die
Zahl 75 einfach nur eine Eingebung war. Dass Archimedes relativ alt geworden ist, wissen
wir jedoch auch unabhéngig von diesem Gewéahrsmann aus dem 12. Jahrhundert.

Zum Ableben des Archimedes gibt es eine populare Anekdote:

Ein rémischer Legionar wurde nach der Eroberung von Syrakus mit dem Auftrag,
Archimedes zum rémischen Befehlshaber Marcellus zu bringen, losgeschickt. Der
Soldat fand das Genie in geometrische Studien vertieft und wurde von ihm mit den
Worten ,Zerstére meine Kreise nicht / noli turbare circulos meos* zurechtgewiesen.
Daraufhin erschlug der verargerte Legionar Archimedes.

Nett ausgedacht, aber wohl nicht mehr als eine Anekdote. Glaubwurdig ist hingegen, dass
Archimedes seiner Heimatstadt als eine Art leitender Militdringenieur bei der Verteidigung
gegen die Belagerung durch romische Truppen diente und beim Fall von Syrakus umkam.
Dass die rémischen Legionare Archimedes als ihren Feind betrachteten, kann — auch
wenn man der Anekdote zu seinem Tod keinen Glauben schenkt — als hochst glaubwirdig
gelten.

In enger Anlehnung an Polybios lassen sich die unangenehmen Erfahrungen, die die
Romer mit dem Ingenieurstalent von Archimedes machten, wie folgt zusammenfassen:

Aufgrund ihrer zahlenmaRigen Uberlegenheit meinten die Romer, Syrakus innerhalb
weniger Tage einnehmen zu kénnen. Doch ,sie ahnten nicht, dass bisweilen ein einziger
Verstand mehr bewirkt als eine noch so groRe Zahl von Handen". Als sich namlich die
rémischen Schiffe den Befestigungen von Syrakus naherten, kamen sie in die Reichweite
der von Archimedes entworfenen Wurfmaschinen. ,Segelten sie aus weiter Ferne heran, so
beschadigte er sie durch die Geschosse der unter groRer Spannung stehenden grél3eren
Steinwurfmaschinen, was bei ihnen zu Ratlosigkeit und Komplikationen fiihrte. Waren sie
so nahe, dass diese Geschosse Uber sie hinwegflogen, setzte er passend zur jeweiligen
Entfernung die kleineren Maschinen ein, was sie in eine solche Verwirrung stirzte, dass
der Angriff vollstandig zum Erliegen kam.”

Als sie heimlich in der Nacht dennoch an die Stadtmauern kamen, wurden sie durch
Bogenschutzen und pfeilschielBende Maschinen (sogenannte Skorpione), die durch die von
Archimedes in der Stadtmauer angebrachten Schlitze feuerten, vertrieben. Doch gegen ein
Schiff, das es in den toten Winkel der Wurfmaschinen geschafft hatte, konnte Archimedes
noch eine weit eindrucksvollere Konstruktion einsetzen, eine kranartige Maschine, die eine
am vorderen Ende des Auslegers ,an einer Kette befestigte eiserne Hand herabliel3, womit
der, der den Ausleger lenkte, den Bug des Schiffes packte und hierauf innerhalb der Mauer
den hinteren Teil der Maschine absenkte. Hatte er so erreicht, dass der Bug angehoben
wurde und das Schiff senkrecht Gber dem Heck stand, fixierte er den hinteren
Maschinenteil und liel3 mittels eines Seils Hand und Kette plétzlich in die Tiefe stiirzen.” Die
Folgen einer solchen Behandlung kann man sich vorstellen: Panik bricht aus, viele Schiffe
kentern oder laufen voll Wasser. Dass die rémischen Soldaten nicht gut auf Archimedes zu
sprechen waren, darf also nicht verwundern.*®

Alleine diese militdrtechnischen Leistungen hatten Archimedes eine gewisse Aufmerk-
samkeit der Nachwelt gesichert. Und dabei war er vor allem ein theoretisch arbeitendes
Genie. Ein Genie, das den meisten seiner praktischen Leistungen keine grol3e Bedeutung
beimaf3.* Das hat zumindest Plutarch behauptet.

18 Giinter Aumann: Archimedes. Darmstadt. WBG 2013. S. 34f.

19 Die praktischen Talente des Archimedes kénnen ihm aber sein Leben auf vielféltige Weise erleichtert haben.
Vielleicht waren es seine praktischen Talente, die ihm in Syrakus Zugang zum Kreis der Méachtigen verschafften.
Welcher Herrscher wiisste es nicht zu schétzen, einen genialen Problemléser als Berater zur Verfiigung zu haben.
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Um so stolzer war Archimedes auf sein mathematisches Genie. Uber den Bildungsweg
des Genies wissen wir kaum mehr, als dass er mit einem Astronom als Vater wohl friih mit
Mathematik in Beriihrung kam und spéater (so Diodor) eine Zeit lang am Museion weilte.

Das Museion von Alexandria, die ihm angeschlossene Bibliothek und die unzéhligen Bei-

trage der dort tatigen Gelehrten und Wissenschaftler existierten nur, weil Alexander [der

GroRe; NF] die Stadt gegriindet hatte und weil die Kénige des hellenistischen Agyptens

Uber immense Ressourcen geboten, die sie [auch; NF] fir die Entwicklung des Wissens zur

Verfligung stellten.?®

Das Museion in Alexandria, von Ptolemaios |. als Zentrum des Wissens gegriindet, war

dem Palast angeschlossen und beherbergte die grote Bibliothek der Welt. Es

versammelte Gelehrte aller Disziplinen, von Astronomie bis Zoologie, von Homer-Philologie

bis Medizin. Die Begriinder der alexandrinischen Schule fiir Medizin, Herophilos (ca. 331-

280 v.Chr.) und Erasistratos (ca 304-250 v.Chr.), gaben einen Anstol3 zu medizinischer

Forschung, besonders durch die Praxis der Anatomie. Herophilos erkannte das Gehirn als

kognitives Zentrum und revolutionierte das Wissen von den Gefaf3- und Nervensystemen.

Erasistratos, urspriinglich der Arzt von Seleukos |., der Antiochos Liebeskrankheit

diagnostiziert hatte, war nicht nur auf dem Gebiet der Herzensangelegenheiten ein

Experte, sondern untersuchte auch die korperlichen Funktionen dieses Organs. Er

studierte den Blutkreislauf und unterschied zwischen Venen und Arterien.?
Das Museion war also keine auf Mathematik, Astronomie und Physik spezialisierte Einrich-
tung, sondern beherbergte Gelehrte mit diversen Schwerpunkten. Eine ahnlich hochka-
ratig besetzte Einrichtung gab es bei den Mittelmeerkulturen damals kein zweites Mal.

Wie Diodor erzahlt, hat Archimedes wahrend seiner Zeit in Agypten die archimedische
Schraube zur Forderung von Wasser erfunden.?? Am Museion im agyptischen Alexandria
dirfte Archimedes auch die Kontakte zu jenen Wissenschaftlern geknuipft haben, die wir
als Adressaten seiner mathematisch gehaltvollen Briefe kennen. Solche Briefe dienten ihm
als Medium, um seine Resultate publik zu machen. Das war damals ein durchaus ge-
brauchliches Verfahren, um neue wissenschaftliche Einsichten zu verdéffentlichen und
Prioritatsanspriiche anzumelden.?
Es handelte sich um private Briefe, die an Leute in Alexandria verschickt wurden, deren
Verbindungen flr eine weitere Verbreitung des Inhalts sorgten. Alles beruhte auf diesem
Netzwerk aus Einzelpersonen. (...) In vielen Briefen von Archimedes klingt leichte
Verzweiflung an: Niemand, dem ich schreiben kann; kein adaquater Leser.?*
Unter den Adressaten der Briefe finden wir zwei prominente Wissenschatftler der Antike:
- Eratosthenes von Kyrene, der einen brillanten Einfall zur Bestimmung des
Erdumfangs hatte, sowie ein Verfahren zur Aufzdhlung von Primzahlen fand. Um
235 wurde Eratosthenes Direktor der Bibliothek von Alexandria.
- Konon von Samos, ein Astronom, mit dem sich Archimedes ganz besonders eng
verbunden fuhlte. Als dieser um 220 v.Chr. stirbt, verliert Archimedes einen
wichtigen Freund und Geistesverwandten.

Ein dritter haufig auftauchender Adressat der Archimedes Briefe ist Dositheos, ein Schuler
von Konon. An ihn sendet Archimedes seine Arbeit zur Bestimmung der Flache unter der
Parabel (Quadratur der Parabel), die er urspringlich Konon zukommen lassen wollte.
Archimedes grtif3t Dositheos
Da ich gehort habe, dalR Konon gestorben ist, der mir immer eine herzliche Freundschaft

bewiesen hat, dal du aber Konons vertrauter Freund und ein erfahrener Mathematiker
seiest, trauerte ich um den Verstorbenen als um einen Freund und einen bewunderns-

20 Angelos Chaniotis: Die Offnung der Welt. Darmstadt. wbg THEISS 2019. S. 11.

21 Angelos Chaniotis: Die Offnung der Welt. Darmstadt. wbg THEISS 2019. S. 340.

22 Dass anderen Orts - auRerhalb des Mittelmeerraums - damals schon Ahnliches im Gebrauch war, kann nicht
ausgeschlossen werden. Falls dies der Fall war, hat Archimedes davon aber wohl kaum Kenntnis gehabt.

23 Dieses Verfahren war bis in die Neuzeit in Gebrauch. Noch in 17. Jahrhundert fungierte Mersenne als Postmeister
und zentrale Anlaufstelle fiir neue Ideen. Er organisierte den Wissens-, Ideen- und Gedankenaustausch prominenter
Wissenschaftler, die ihre einschldgigen Briefe jeweils an ihn richteten.

24 Reviel Netz & William Noel: Der Kodex des Archimedes. Miinchen. dtv 2010. S. 43.
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werten Mathematikers, und beschlof3, dir die Untersuchung tUber ein Problem, die ich

eigentlich Konon tibersenden wollte, zuzustellen (...).%°
Es ist kaum davon auszugehen, dass Archimedes im heimischen Syrakus Gespréchs-
partner hatte, mit denen er so etwas wie einen mathematischen Gedankenaustausch
pflegen konnte. Mathematiker war damals kein besonders haufiger ,Beruf‘. Und dann
stellte Archimedes ja auch noch deutlich gehobene Anspriiche.
Neben seinen Briefpartnern blieb Archimedes also nur die Auseinandersetzung mit den
mathematischen Gro3en der Vergangenheit. Unter seinen Vorlaufern genoss Eudoxos die
ganz besondere Wertschatzung des Archimedes. Der Ruf von Eudoxos als Mathe-
matiker®® griindet sich im wesentlichen auf drei Punkte:

- Eudoxos schuf die Proportionenlehre, jene Lehre, mit deren Hilfe man bereits in der
Antike auch jene Grolenverhaltnisse behandeln konnte, die sich nicht durch
rationale Zahlen ausdriicken lieRen. Man denke z.B. an das Verhaltnis von
Diagonale:Basis im Quadrat ( V2 ) oder an das Verhiltnis von
Umfang:Durchmesser beim Kreis (i1).?’

- Eudoxos war ein Meister der Exhaustion, der Naherung von Flachen und Volumina
mittels geometrischer Konstruktionen zwecks exakter Bestimmung via indirekter
Beweisfihrung. In mancherlei Hinsicht kann man in Exhaustion einen antiken
Vorlaufer unserer heutigen Integrationsmethoden sehen.?

- Eudoxos hat mittels seiner Fertigkeiten im Bereich Exhaustion wesentliche Beitrage
zur Stereometrie geleistet, insbesondere war er es, der Demokrits Vermutung, dass
ein Kegel ein Drittel des Volumens des umschreibenden Zylinders besitzt, bewies.

Das sind alles Themen, denen auch Archimedes grol3es Interesse entgegenbrachte. Aber
da Eudoxos (ca. 408 — 347 v.Chr.) bei Archimedes' Geburt bereits l&anger verschieden war,
konnte Archimedes zwar noch dessen Werke lesen, sich aber nicht mit ihm austauschen.
Das Bild des in sich versunkenen Genies, das einsam Uber Probleme nachdenkt und unter
einem Mangel an Gelegenheiten zum produktiven Gedankenaustausch leidet, mag im Fall
von Archimedes viel Richtiges haben.

Immerhin genoss Archimedes das Privileg, zur Oberschicht einer wohlhabenden Stadt zu
gehdren und musste nicht farchten, wegen der Brotlosigkeit seiner geliebten mathe-
matischen Studien Hunger leiden zu mussen. Er konnte es sich bedenkenlos leisten, sich
einen GroRteil seiner Zeit Gber in den Sand gezeichnete Figuren zu beugen.®

Plutarch erzahlt uns, dass Archimedes bei der Versenkung in mathematische Probleme
haufiger mal das Essen und die Kérperhygiene vernachlassigte.

Er war so entriickt, daR er fast immer zu essen vergal und sein Aul3eres vernachlassigte.

Wenn es zu schlimm wurde, zwangen ihn seine Freunde zu baden und sich hinterher mit

su3riechendem Ol einzureiben. Aber selbst dabei zog er sich in sich selbst zuriick und

zeichnete geometrische Figuren (...).*°
Nun, wer wirde es nicht in Kauf nehmen etwas zu muffeln, wenn man dafir etwas vom
Genie des Archimedes abbekame? Unglicklicherweise hat sich herausgestellt, dass vor-
satzliche Vernachlassigung der Kérperpflege allein noch niemand zum Genie macht.

25 Archimedes: Uber Spiralen. Kugel und Zylinder [u.a.]. Frankfurt am Main: Verlag Harri Deutsch 1996. S.153.
Einleitung des Briefs zur Quadratur der Parabel.

26 Eudoxos war vielseitig gebildet und abseits der Mathematik speziell als Schliisselfigur der Astronomie bedeutend.

27 Vgl. hierzu: Euklid und die Elemente, insbesondere den Abschnitt Buch X — Inkommensurables auf www.antike-
griechische.de.

28 Vgl. hierzu: Pythagoras & Co. - Griechische Mathematik vor Euklid, insbesondere den Abschnitt Die
Exhaustionsmethode auf www.antike-griechische.de.

29 Genaugenommen wurde meist in griinen Glasstaub gezeichnet — das antike Standardmedium fiir geometrische
Studien, quasi die Schiefertafel des Altertums. Fiir ldangere Zwischenrechnungen wurde ergidnzend gern ein
»Sandkasten“ genutzt.

30 Plutarch: Marcellus und Lysander. Zitiert nach: Paul Strathern: Archimedes & der Hebel. Frankfurt am Main:
Fischer Taschenbuch Verlag 1999. S. 32.
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1. Kreismessung und archimedische Spirale

Im wesentlichen baut die Arbeit des Archimedes direkt auf der zuerst von
Eudoxos entwickelten Technik der ,Exhaustion* auf. (...) Der
elementarste Versuch des Archimedes in der Geometrie ist eine Unter-
suchung des Kreises, die der kurze Traktat Uber die Kreismessung

enthalt.

Wilbur Knorr*
Dieser Abschnitt zu Kreismessung und archimedischer Spirale soll nicht nur spezielle
Resultate vorstellen, sondern vor allem mit einigen fir Archimedes typischen Vorgehens-
weisen an moglichst dberschaubaren Beispielen vertraut machen. Dazu gehort
insbesondere die Exhaustion, die in diesem Papier bevorzugt als geometrische
Schachtelung® (gegebenenfalls auch als einseitige Approximation) bezeichnet wird.*

Zum ersten Satz aus der Kreismessung liefert uns Archimedes einen recht einfachen
Beweis. So einfach, dass dieser hier, nach einer minimalen Glattung durch einen zusatz-
lich eingefuihrten Hilfssatz, als Beispiel fur indirektes Beweisen bei Archimedes naher
betrachtet werden soll. Und zwar ohne, dass dadurch das mathematische Anspruchs-
niveau Uber Gebuhr angehoben wird.

Kreismessung

Wir beginnen also den Streifzug durch die Respekt gebietende Hinterlassenschaft des
Archimedes mit einem kleinen Satz aus der Kreismessung.*® Bei Texten, die sich als
philologische Studien verstehen oder die die beweistechnisch saubere Prasentation der
archimedischen Beweise in den Vordergrund stellen, mag es gute Grunde daflr geben,
andere Einstiege zu wéhlen. Fur den hier verfolgten Zweck einer allgemeinbildenden und
trotzdem nicht ganz anspruchslosen Einfuhrung, ist das hier jedoch ein perfekter Einstieg:

1.1 Die Flache eines Kreises mit Radius r und Umfang U ist gleich der Flache eines
rechtwinkligen Dreiecks mit den Kathetenlangen rund U .

Schaubild 1: Flidchengleiches Dreieck zu einem gegebenen Kreis

Mit den Formeln unserer Schulmathematik konnen wir diesen Satz sofort verifizieren. Die
Formel fiir die Kreisflache lautet 1tr? und die einschlagige Dreiecksflache kann man mittels
Y¥%h,U berechnen. Setzt man fur h, den Radius r und fur U den Kreisumfang 27tr ein, ergibt
sich die Formel fur die Kreisflache. Also haben wir Flachengleichheit.

So beweist Archimedes den Satz natirlich nicht. Der formelmaflige Umgang mit
geometrischen Sachverhalten ist erst deutlich spater aufgekommen und wurde erst mit

*  Wilbur Knorr: Archimedes; in: Das Wissen der Griechen. Miinchen. Fink 2000. S. 499f.

31 Dijksterhuis propagiert stattdessen die (mit Fehlassoziationen beladene) Bezeichnung Kompressionsmethode.

32 Die Bezeichnung Exhaustion kam erst im 17. Jh. auf (vgl. R. Thiele in Jahnke (Hrsg): Geschichte der Analysis.
Heidelberg, Berlin. Spektrum Verlag 1999. S.23), stammt also keinesfalls von den Alten. Dijksterhuis weist in einer
Abhandlung zu Archimedes zurecht darauf hin, dass dieser Name véllig falsch und irrefiihrend ist
(Verdffentlichungen der Gesellschaft fiir Internationale Wissenschaftsgeschichte, Bremen. 1952 Heft 1. S. 11).

33 Kreismessung ist ein kurzer Text. Die Uberlieferungsgeschichte der hiufig etwas stiefmiitterlich behandelten Ab-
handlung weist aus philologischer Sicht diverse Probleme auf. Sie wurde nur unvollstandig tiberliefert und das was
iiberliefert wurde, scheint durch Kopisten erheblich verdndert worden zu sein. Das ist aber hier alles unerheblich.
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den Erfolgen der von Descartes propagierten analytischen Geometrie zu mathematischem
Allgemeingut. Eine Formel mit einer irrationalen Grol3e wie it wéare Archimedes zudem
vermutlich etwas unserids erschienen.*

Wenn man die von Archimedes gefundene Beziehung unbedingt formelhaft ausdriicken
will, dann besser als: A=Y rxU
wobei A fur Kreisflache, r fir Kreisradius und U fir Kreisumfang steht.*

Auch wenn auf die wortgetreue Wiedergabe des Beweises verzichtet wird, so soll hier aus-
nahmsweise die Beweisstruktur griindlich aufgeklart werden.*

Der Grund: Das fur Archimedes so typische Muster des Zusammenspiels von geome-
trischer Schachtelung und doppelte reductio ad absurdum, kann hier an einem
Beispiel mit recht Uberschaubarer Komplexitat vorgestellt werden. Die doppelte reductio
ad absurdum weist dabei hier folgende Grundstruktur auf:

0] Die Annahme, dass die Kreisflache grol3er als die Flache des einschlagigen

Dreiecks sei, fuhrt zu einem Widerspruch.

(i) Die Annahme, dass die Kreisflache kleiner als die Flache des einschlagigen

Dreiecks sei, fuhrt ebenfalls zu einem Widerspruch.

Folglich muss die Kreisflache gleich der Flache des einschlagigen Dreiecks sein.

Bei der Herleitung des Widerspruchs nutzt Archimedes (in beiden Teilen seines indirekten
Beweises) eine zuvor in Anschlag gebrachte geometrischen Schachtelung. Dabei geht
es dabei zunachst einmal nur um die geometrische Naherung des Kreises. Dass geome-
trische Naherungen im Beweis verwendet werden, bedeutet jedoch nicht zwangsléufig,
dass das Resultat des Beweises auch nur eine Naherung sein kann. Es ist moglich,
geometrische Schachtelungen im Rahmen von Widerspruchsbeweisen so einzusetzen,
dass exakte Resultate bewiesen werden. Eine gute Beweisidee vorausgesetzt, kann man
geometrische Schachtelungen im Rahmen indirekter Beweise dazu verwenden, um zu
zeigen, dass ein ganz genau bestimmter Sachverhalt der Fall sein muss, weil alles andere
zu einem Widerspruch fuhrt. So hatte schon Eudoxos bewiesen, dass das Volumen des
Kegels genau 1/3 des Volumens des umschreibenden Zylinders betragt.

Der Dreh- und Angelpunkt des hier interessierenden Beweises von Archimedes ist, dass —
wie die antiken Griechen schon langer wussten — Kreise durch regelmallige Vielecke
(regulare Polygone) sowohl von innen wie von aul3en beliebig genau gendhert werden

kbnnen. Es Dbleibt zwar immer eine

Differenz, diese kann aber (indem man die [
Eckzahl der verwendeten regelmaRigen 4

Vielecke immer weiter steigert) unter jeden
vorgegebenen Wert gedrickt werden. Ist .

die gegebene Naherung (fir den verfolgten ———

Zweck) noch nicht gut genug, dann kann
man die Anzahl der Ecken des Polygons
einfach immer weiter verdoppeln.*’

Schaubild 2: Beispiele fiir einem Kreis
einbeschriebene und umbeschriebene regulcire
Polygone

34 Und Archimedes hitte damit bis ins 19. Jahrhundert hinein sogar recht gehabt. Irrationale Zahlen wie 1T wurden erst
sehr spét auf eine solide Grundlage gestellt. Besonders zu erwdhnen ist hierbei Dedekind (Dedekindsche Schnitte).

35 Diese Formel kann man auch so lesen, dass die beiden Proportionalitditsfaktoren, jener fiir den Anstieg der
Kreisflidche A mit r? und jener fiir den Anstieg des Umfangs U mit 2r, {ibereinstimmen miissen. Obwohl
Archimedes solche Formeln nicht benutzte, kénnte er bemerkt haben, dass sein Satz die Ubereinstimmung dieser
beiden Proportionalitdtsfaktoren sichert. Vgl.: Wolfram Koepf: Vorlesungsmanuskript WS 2007/2008 Kassel. S. 6.

36 Einen vollstandigen Beweis findet man in: Thomas Heath: The Works of Archimedes. Mineola, New York. Dover
Publications 2002. S. 91f. bzw. Thomas Heath: Archimedes' Werke (deutsch). Berlin. Verlag O. Haring 1914. S.
231ff ; Glinter Aumann: Archimedes. Darmstadt. WBG 2013. S. 83ff (speziell S. 88). Abgeraten wird von der
Version in der Ubersetzung durch F. Rudio in: Archimedes: Werke. Darmstadt. WBG 1983. S. 369ff.

37 Zu einer solchen Verdopplung gibt es ein einfaches, konstruktives Verfahren. (Vgl. z.B.: http://www.math.uni-
bremen.de/didaktik/ma/ralbers/Veranstaltungen/Aarchiv/AusgewAnw/Material/piApprox.pdf S.9.)
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Einbeschriebene regulare Polygone haben jeweils eine kleinere Flache als der Kreis, um-
beschriebene reguléare Polygone lbersteigen hingegen mit ihrer Flache die des Kreises.
Sei € (mit €>0) ein Wert (der in einer frei gewahlten Einheit) eine beliebig kleine Flache
beschreibt, so existieren mit Sicherheit regulare Polygone, deren Flachen um weniger als
€ von der Kreisflache abweichen. Es existieren dabei sowohl einbeschriebene regulare
Polygone deren Flache jene des Kreises um weniger als € unterschreiten, wie auch
umbeschriebene reguléare Polygone deren Flache die Kreisflache um weniger als € tber-
steigen. Diesen Umstand kann man nutzen, um durch indirekte Beweisfiihrung (sprich:
durch Konstruktion eines Widerspruchs) auszuschliel3en, dass die Kreisflache gré3er oder
kleiner als die einschléagige Dreieckflache ist.

Bevor wir der Konstruktion des Widerspruchs naher treten, soll hier noch ein Hilfssatz
eingefuhrt werden, und zwar einer der im Uberlieferten Text der Kreismessung so
Uberhaupt nicht auftaucht, aber trotzdem den Zugang sowohl zu Satz wie Beweis deutlich
erleichtert.

1.1a (Hilfssatz): Sei ein regulares, n-eckiges Polygon (n>3) mit dem Mittelpunkt M
gegeben, bezeichne a eine Seite des Polygons, und h, die Héhe des gleich-
schenkligen Dreiecks Uber a mit dem Eckpunkt M, dann ist die Flache des
regularen Polygons gleich der eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten h,
und na (= Umfang des Polygons = Us).

Ein Beispiel soll den Gehalt des Hilfssatzes verdeutlichen:

AN\

Schaubild 3: Beim reguldren Sechseck ist die Fldche gleich der Fldche eines recht-
winkligen Dreiecks mit den Katheten h, und 6a (= Umfang des Polynoms = Up)

Der Hilfssatz 1.1a ist eine Art Gegenstlick zu 1.1, nur dass es hier eben um regulare
Polygone und nicht um Kreise geht.

Um diesen Hilfssatz einzusehen reicht es, sich — unter Erinnerung an die Mathematik des
Mittelstufenstoffs — folgendes klar zu machen:

- Jedes regulare n-eckige Polygon lasst sich in n Bestimmungsdreiecke zerlegen. Ein
Bestimmungsdreieck ist immer ein gleichschenkliges Dreieck. Es ergibt sich
dadurch, dass man die Endpunkte einer — der hier jeweils mit a bezeichneten -
Seite des Polygons mit dessen Mittelpunkt M verbindet. (Das Bestimmungsdreieck
im Sechseck des obigen Beispiels ist — samt seiner Hohe h, - rot hervorgehoben.)
2n solcher Bestimmungsdreiecke lassen sich zu einem Parallelogramm zusammen-
fugen. Dazu geht man analog zur Packung von Tortenstiicken an der Verkaufs-
theke des Konditors vor: Man wechselt bestandig zwischen zwei Orientierungen hin
und her.

Ein solches Parallelogramm ist flachengleich zum Rechteck mit den Seiten Ue
(Umfang des Polygons = n mal Seitenlange des Polygons) und h. (wobei h, die
Hohe des Bestimmungsdreiecks lUber der Polygonseite a ist).

Dieses Rechteck hat die doppelte Flache des Polygons.

Zerlegt man dieses Rechteck entlang einer Diagonalen in zwei rechtwinklige
Dreiecke, so hat jedes der beiden Dreiecke die Flache des Polygons und weist die
Katheten h, und Up auf.

-13-



Und genau dies ist die Behauptung des Hilfssatzes 1.1a. Nach diesen Hinweisen soll der
Hilfssatz als gesichert gelten.

Kommen wir nun zum Widerspruch, der sich ergibt, wenn man — abweichend von 1.1 —
annimmt, ein Kreis sei gréBer als das einschlagige, rechtwinklige Dreieck mit den
Katheten r und U:

Wenn der Kreis groBer ist als das einschldgige Dreieck, dann muss es dem Kreis einbe-
schriebene regulare Polygone geben, die gré3er als das Dreieck sind. Sei € der Wert, um
den der Kreis groRRer als das einschléagige Dreieck sei, dann sind auch die dem Kreis ein-
beschriebenen, reguléaren Polygone, deren Flache um weniger als € von der Kreisflache
abweichen, gréBer als das einschlédgige Dreieck. Solche regularen Polygone miussen,
wenn sie existieren, zugleich auch dem Hilfssatz 1.1a genigen. Sie sind also gemaf 1.1a
jeweils gleichgrold zu einem rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten h, und Ue.

Bei jedem einem Kreis einbeschriebenen, reguléaren Polygon ist die HOhe h, Kleiner als der
Radius r des Kreises. Im Bestimmungsdreieck haben Schenkel die Lange r. Zudem sind
h. und a/2 die Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks mit der Hypotenuse r.

Bei jedem einem Kreis einbeschriebenen regularen Polygon ist der Umfang Ue kleiner als
der Kreisumfang. Die Seiten des Polygons kirzen ja als Kreissehnen jeweils das
zugehorige Stick Kreisbogen ab.

Also: Wenn der Kreis grof3er ist als das rechtwinklige Dreieck mit den Katheten r und U,
dann muss es dem Kreis eingeschriebene regulare Polygone geben, die gréBer als
dieses Dreieck sind. Diese mussen aber zugleich flachengleich zu einem rechtwinkligen
Dreieck sein, welches ins Innere genau dieses einschlédgigen Dreiecks passt. Es muss
demnach regulére Polygone geben, welche zugleich gréBer wie kleiner sind als das
rechtwinklige Dreieck mit den Katheten r und U.

Widerspruch! Folglich kann der Kreis nicht gro3er als das einschlagige Dreieck sein.
Damit ware Punkt (i), der erste Teil, der doppelten reductio ad absurdum erledigt.

Auf vergleichbare Erlauterungen zu Punkt (i) — der Kreis kann auch nicht kleiner als das
einschlagige Dreieck sein — wird verzichtet. Das gabe fiir die hier verfolgten Zwecke zu
wenig Neues her.® Die allgemeine Beweisstruktur die Archimedes beim Beweis des
Satzes 1.1 verwendet, sollte auch so hinreichend deutlich geworden sein.

Bleibt die Frage, wie kam Archimedes auf die Idee zu diesem Satz?

Kognitionswissenschaftliche Spekulationen, bei denen ein Zeitraum von mehr als 2.000
Jahren Uberbrickt werden muss, sind selbstverstandlich mit Vorsicht zu geniel3en. Es
lasst sich trotzdem festhalten, dass man kein besonderes Risiko eingeht, wenn man
unterstellt, dass der im Hilfssatz 1.1.a formulierte Sachverhalt Archimedes prasent war, als
er den Satz 1.1 formulierte. Regulare Polygone gehdrten - als eigenstéandiges Thema wie
als bestandig benutztes Werkzeug — zum mathematischen Alltag von Archimedes. Damit
kannte er sich aus.*

Betrachtet man nun einen gegebenen Kreis und nahert dessen Flache — in Gedanken —
durch einbeschriebene, reguldare Polygone mittels bestandig wiederholter Verdopplung der
Eckzahl, so néhern sich die entsprechenden flachengleichen Dreiecke (s. Schaubild 3)
dem Dreieck aus Satz 1.1 immer mehr an. Sie bleiben dabei kleiner und kénnen stets im
Inneren des Dreiecks aus 1.1 platziert werden. Aber die Differenz nimmt immer weiter ab.

38 Nicht, dass es da nichts Sinnvolles zu lernen gébe, aber weder eine Rekapitulation von Schulmathematik noch eine
Einfiihrung in geometrisches Beweisen sind das Thema dieses Papiers. Und in anspruchsvolleren mathematischen
Kontexten heift es an solchen Stellen ja sowieso immer: der verbleibende Fall Iéisst sich analog beweisen, was dem
Leser zur Ubung empfohlen sei.

39 Der hier als Hilfssatz 1.1a eingefiihrte Sachverhalt liefert z.B. auch eine bequeme Plattform zur Quadratur von
reguldren Polygonen. Die Bestimmung eines flachengleichen Quadrats (die Quadratur einer Figur) war in der
antiken Mathematik eine Standardprozedur, um GroRenvergleiche durchfiihren zu konnen.
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Néahert man in analoger Weise die Kreisflache mittels umbeschriebener, regularer
Polygone, dann ndhern sich die Dreiecke aus dem Hilfssatz 1.1a ebenfalls an das Dreieck
aus 1.1 an, bleiben aber stets grol3er als dieses und kénnen es stets aufnehmen.

M.a.W.: Man erhalt so etwas wie eine geometrische Version einer Intervall-Schachtelung
zum Dreieck aus 1.1.

Entfernen wir nun aus diesem Bild der geschachtelten Dreiecke das spezielle Dreieck aus
dem Satz 1.1. Was bleibt tbrig? Einerseits eine Sequenz von Dreiecken die kleiner sind
als der betrachtete Kreis und von denen Archimedes weil3, dass ihre Katheten gen r und
U wachsen, andererseits eine Sequenz von Dreiecken, die grof3er sind als der betrachtete
Kreis und von denen Archimedes weil3, dass ihre Katheten zum einen jeweils gleich r
sind,*® zum anderen gen U schrumpfen.

Da erscheinen der Satz 1.1 und sein Beweis plotzlich ganz naheliegend. Betrachtet man
die Naherung eines Kreises durch regulare Polygone vor dem Hintergrund von 1.1a, dann
kénnen auch Mathematiker mit weniger Talent als Archimedes zum Satz 1.1 vorstol3en.

Durchdenkt man den bei Archimedes unerwéahnt bleibenden Hilfssatz 1.1a (ein vorsatzlich
unerwéhnt gebliebener Hilfssatz?), so erhéalt man also sowohl einen plausiblen Hinweis
zur Frage, was Archimedes zum Satz, wie auch zur Frage, was ihn zum Beweisgang in-
spiriert haben konnte. Ein derart zugénglicher Beweisgang, der dann auch noch verstand-
lich macht, wie man auf die Idee zum Satz kommen kann, ist bei Archimedes eher selten.

Bei vielen anderen Satzen, die Archimedes per doppelter reductio ad absurdum beweist,
wird der Leser zur Frage, wie Archimedes auf die Idee zum Satz und/oder zum
Beweisgang kam, dem Beweisgang selbst kaum Hilfreiches entnehmen kdnnen. Man
steht typischerweise zunachst einmal einfach nur ratlos vor der Frage, wie, verdammt
noch einmal, ist er auf den Einfall zu diesem Satz bzw. zu diesem Beweisgang
gekommen. Schopenhauer — der sich auch mit Mathematik-Didaktik beschaftigte — hat fur
solche Beweise den Begriff Mausefallenbeweis gepragt. Der Beweis ist gelungen, der Satz
ist richtig, aber der Leser kann den Beweis nicht mit dem Geflhl eines neu zuganglich
gewordenen Argumentationsbogens nachvollziehen. Man kann jeden Beweisschritt als
korrekt abhaken und dabei trotzdem am Ende ohne das Gefuhl eines ,Jetzt habe ich es
verstanden“ dastehen. Nicht nur Archimedes auch Gauld hat seine Leser gern mit der-
artigen Mausefallenbeweisen gequaélt. Ein spezielles Hobby von Jahrtausend-Genies?*

Allerdings: Zur Frage, woher Archimedes seine Inspirationen nahm, ist man, dank eines
erst 1906 erschlossenen Palimpsests, heute vergleichsweise gut informiert. Das Genie hat
in seiner dort enthaltenen Methodenlehre namlich aus dem N&hkastchen geplaudert. Das
wird in diesem Papier haufiger ausgenutzt.

Bevor dieser Text nun zum Thema archimedische Spirale wechselt, noch ein zweiter Satz
aus der Kreismessung. Und zwar einer, bei dem es um numerische Ndherung geht. Das
lohnt sich hervorzuheben, da die Beschaftigung mit numerischen N&herungen den
meisten Geometern der Antike wohl als eine nicht besonders edle Téatigkeit galt und es so
etwas wie numerische Naherungen in der Geometrie lange Zeit kaum oder gar nicht gab.

Um das Verhaltnis von Kreisumfang zu Kreisdurchmesser zu ndhern, hat Archimedes die
Néherung eines Kreises mit einem umbeschriebenen regelméRigen 96-Eck und einem
einbeschriebenen regelmafigen 96-Eck analysiert. Theoretisch war die Konstruktion keine
Herausforderung. (Er hat dazu, von regularen Sechsecken ausgehend, die Eckzahl vier-

40 Beim einem Kreis mit Radius r gilt fiir alle umbeschriebenen regulédren Polygone h, =r.

41 Die griindliche Analyse brillanter Beweise kann die eigene mathematische Problemlésungskompetenz betrachtlich
verbessern. Mausefallenbeweise wirken so, als wollten sie einen solchen Kompetenzzuwachs beim Leser eher
sabotieren denn beférdern. Das kann, muss aber nicht Absicht sein. Man muss den groBen Pionieren der Mathe-
matik schon auch zubilligen, dass sie bei grundlegend neuen Resultaten hdufig kaum eine Chance haben, anders als
per reductio ad absurdum zu beweisen. Und solche indirekten Beweise, zumal wenn sie eine gewisse Komplexitét
haben und reichlich Hilfss&tze benotigen, gelten als von Natur aus schlechter zugédnglich als direkte Beweise.
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mal verdoppelt.) Aber um die gesuchte Naherung zu erhalten, mussten dann
Berechnungen durchgefiinrt werden. Allein das dabei erforderliche Hantieren mit
Naherungen fir so GroRen wie 3 war in der Antike eine echte Herausforderung.

Der Aufwand der hinter dem Ergebnis steckt, ist angesichts der damals verfligbaren
Rechenmethoden erheblich. Das Ergebnis der muhseligen Arbeit lautete:

1.2 Der Umfang eines jeden Kreises ist dreimal so grof3 als der Durchmesser und
noch um etwas grof3er, namlich um weniger als ein Siebentel, aber um mehr als
zehn Einundsiebenzigstel des Durchmesser.*?

Man kann diese sehr dicht beim Original liegende Ubersetzung, mit vertretbarer Nutzung
der Freiheiten eines Ubersetzers, kirzen zu:

1.2 (Alternative Formulierung) Das Verhéltnis des Umfangs eines jeden Kreises zu

. . . 1 y 10

seinem Durchmesser ist kleiner als 3 - aber groRer als 3 - -
Im Vertrauen auf die Bandigung der irrationalen Zahlen, sowie unter Nutzung des
Wissens, dass 11 sowohl der Proportionalitatsfaktor ist, mit dem Kreisflachen proportional
zu r? sind, wie jener Faktor der Kreisdurchmesser und Kreisumfang verbindet, kénnen wir

) . 10 1
dies modern notieren als: 3 1 < 1 <3 -

Das ist besserals T = 3,14 .

Archimedische Spirale

Die Abhandlung zur Kreismessung umfasst nur drei Satze,* von
denen zwei hier vorgestellt wurden. Im Vergleich dazu ist Uber
Spiralen mit seinen 28 Satzen volumings.** Es sollen aber wieder
nur zwei zentrale Satze herausgegriffen und kurz vorgestellt Achse
werden.

Die archimedische Spirale ist eine sogenannte mechanische
(bewegungsgeometrisch definierte) Figur. Sie lasst sich nicht
allein mit Zirkel und Lineal erzeugen.

Schon vor Archimedes war es in der griechischen Mathematik iib- Schaubild 4: )
lich, bei konstruktiven Aufgaben, fiir die man im Rahmen von nur {Archimedische Spirale
mit Zirkel und Lineal keine Losung fand, konstruktive L&sungen

mittels mechanischer Figuren vorzulegen.*®

Wir wissen heute, dass es bei vielen Problemen und gerade bei den drei klassischen
Problemen der griechischen Mathematik (Dreiteilung eines beliebigen Winkels,
Verdopplung eines Wiirfels, Quadratur des Kreises) nie eine Chance gab, sie einer
konstruktiven Losung allein mit Zirkel und Lineal zuzufiihren.*” Um Uberhaupt konstruktive
Loésungen finden zu kénnen, musste man sich von der strikten Beschréankung auf die
Konstruktionsmittel Zirkel und Lineal abwenden. Und so wurde das Dogma nur mit Zirkel
und Lineal langsam aufgeweicht. Archimedes war mit der Verwendung der nach ihm

42 Archimedes: Werke. Darmstadt. WBG 1983. S. 371. (Ubersetzung F. Rudio)

43 Thomas Heath: Archimedes' Werke, (aus dem Englischen von F. Kliem). Berlin. Verlag O. Haring 1914. S. 233.

44 Das gilt zumindest fiir das, was uns tiberliefert wurde. Das Original kénnte umfangreicher gewesen sein.

45 Archimedes hat die Resultate zur archimedischen Spirale in einem Brief an Dositheos bewiesen. Dieser Brief bzw.
die enthaltene Abhandlung wird heute allgemein mit Uber Spiralen betitelt.

46 Insbesondere die Quadratrix war eine wichtige mechanische Figur. Mit ihrer Hilfe gelang die Dreiteilung
beliebiger Winkel wie die Quadratur des Kreises. Beides Probleme, die mit Zirkel und Lineal alleine nicht zu 16sen
sind. Vgl.: Pythagoras & Co. - Griechische Mathematik vor Euklid Abschnitt: Euklid und die gemiedenen
Losungen klassischer Probleme auf www.antike-griechische.de.

47 Vgl. hierzu z.B. den Nachweis der Transzendenz von m durch Lindemann, woraus die Unmoglichkeit der Quadratur
eines Kreises allein mit Zirkel und (unmarkiertem) Lineal folgt.
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benannten Spirale keineswegs der erste, der eine mechanische Figur in seinen Beweisen
nutzte.*®

Die archimedische Spirale entsteht als Produkt der Uberlagerung zweier Bewegungen. In
moderner Sprechweise kann man die archimedische Spirale wie folgt charakterisieren:
Erzeugt wird eine solche Spirale, indem man eine Halbgerade mit konstanter
Geschwindigkeit um einen festen Punkt M dreht und dabei auf dieser Halbgeraden mit
ebenfalls konstanter Geschwindigkeit einen Punkt P von M wegbewegt. Den Punkt M nennt
Archimedes den Mittelpunkt der Spirale. Die Ausgangslage der Halbgeraden nennen wir
die Achse der Spirale.*
Zum Vergleich, eine nur maRig modernisierte Ubersetzung der Definition bei Archimedes:

Wenn sich ein Halbstrahl (Halbgerade) in einer Ebene um seinen Endpunkt (M) mit

gleichformiger (konstanter) Geschwindigkeit dreht, nach einer beliebigen Zahl von

Drehungen wieder in die Anfangslage zurtickkehrt und sich auf dem Halbstrahl ein Punkt

(P) mit gleichformiger (konstanter) Geschwindigkeit, vom Endpunkt (M) des Halbstrahls

beginnend, bewegt, so schreibt dieser Punkt (P) eine ,Spirale®.*
Es fallt auf, dass Archimedes hier nur jene Figuren ausdricklich ,Spirale” nennt, die durch
ganzzahlige Umdrehungen des Halbstrahls (der Halbgeraden) entstehen. Diese Ein-
schrankung ist nicht sehr erheblich, wirkt modern jedoch unnatirlich. Es spricht auch
nichts dagegen die archimedische Spirale allgemeiner aufzufassen als Archimedes dies
hier tut.>*

Speziell interessiert sich Archimedes flur die Figur, die bereits nach einer vollen Um-
drehung der Halbgeraden um den Mittelpunkt M entstanden ist. Er nennt dies die Spirale
erster Umdrehung. An Hand dieser Figur definiert er den ersten Kreis. Das ist jener Kreis,
der M als Mittelpunkt besitzt und dessen Kreislinie nun den — auf der Halbgeraden — linear
aber auch um genau 360° bewegten Punkt P beinhaltet. Die gerade Strecke zwischen M
und P (erste Strecke) ist der Radius r dieses Kreises (s. Schaubild 5).

Der grof3te Teil der von Archimedes zur Spirale erzielten Resul-
tate lasst sich bereits im Rahmen von erster Umdrehung, erster
Spirale, erstem Kreis und erster Strecke erlautern.

Bevor wir zu den zwei zentralen Satzen zur archimedischen P
Spirale kommen, sei noch auf eine Eigenschaft dieser Spirale
hingewiesen, die Archimedes nicht ausdrucklich behandelt:

Die archimedische Spirale weist einen hochst interessanten
Zusammenhang zwischen dem Abstand des Spiralpunktes P vom |Schaubild 5: Erste
Mittelpunkt M und dem Winkel der Drehung der Halbgeraden auf: | Umdrehung — erste
Drehen wir unsere Halbgerade um den doppelten Winkel, verdoppelt |Spirale — erster Kreis —
sich der Abstand des Spiralenpunktes vom Mittelpunkt M, beim erste Strecke ()
dreifachen Winkel verdreifacht sich der Abstand. Allgemein
ausgedriickt: Die Drehwinkel verhalten sich wie die Abstande der entsprechenden
Spiralenpunkte von M, Drehwinkel und Abstand sind also zueinander proportional.®?
Wenn dort also der Drehwinkel proportional zu einer Strecke ist, kann die archimedische
Spirale dann nicht auch zur konstruktiven Teilung von Winkeln genutzt werden? Mit Zirkel
und Lineal eine Strecke in drei gleiche Teile zu teilen, gehorte schon deutlich vor
Archimedes zu den Standardibungen in der griechischen Geometrie. Kann man darauf

48 Wie wir von Pappos von Alexandria wissen, stammt die Idee zur archimedischen Spirale urspriinglich von Konon,
dem Freund und Briefpartner von Archimedes. Aber es war Archimedes, der die Sétze zu dieser Spirale bewies und
nach dem sie benannt wurde.

49 Giinter Aumann: Archimedes. Darmstadt. WBG 2013. S. 126.

50 Archimedes: Uber Spiralen. Kugel und Zylinder [u.a.]. Frankfurt am Main: Verlag Harri Deutsch 1996. S. 26.

Aus: Uber Spiralen, Ende § 11., Definitionen. Kursive Klammereinschiibe nicht im Original.
51 Es gibt Stellen, da weicht Archimedes selbst die Beschrankung auf ganzzahlige Umdrehungen deutlich auf.
52 Giinter Aumann: Archimedes. Darmstadt. WBG 2013. S. 126.
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aufbauend dann nicht die von der archimedischen Spirale gelieferte Proportionalitat
zwischen Strecke und Winkel zur Dreiteilung eines beliebigen Winkels nutzen? Man
kann!>®* Man kann mittels archimedischer Spirale sogar einen beliebigen Winkel in beliebig
viele Teile teilen. Und diese Mdglichkeit zur Nutzung der archimedischen Spirale war
bereits antiken Mathematikern bekannt.

Entsprechend I&Rt sich auch die Spirale zur Teilung eines beliebigen Winkels in beliebig

viele gleiche Teile benutzen: man braucht statt des Winkels nur den zugehérigen

Radiusvektor zu teilen. Daf3 das in der Antike bereits bemerkt wurde berichten Pappos (...)

und Proklos (...).>*
Warum weist Archimedes nicht darauf hin, dass mit seiner Spirale ein (weiteres) Hilfsmittel
zur Losung des klassischen Problems Dreiteilung eines beliebigen Winkels zur Verfigung
steht? Hat er dies Uibersehen? Hat ihm seine Definition der archimedischen Spirale mit der
Betonung voller Umdrehungen den Blick dafir verstellt?

Wenn man unbedingt will, so kann man dies glauben. Man kann allerdings auch
bedenken, dass es beim Grof3teil der erhaltenen Archimedes Briefe nicht vorrangig um die
Verbreitung von Lehrtexten oder um die Vorstellung allgemeiner mathematischer Eror-
terungen zu spezifischen Themen ging, sondern dass das Anmelden von Prioritéts-
ansprtichen der entscheidende Punkt war!

Anerkannte Prioritatsanspriche, die traditionelle Grundlage fir Ansehen und Ruhm eines
Mathematikers, waren Archimedes wichtig. Er hat sogar versucht, jene Mathematiker
bloRzustellen, die sich im akademischen Wettbewerb um Prioritatsanspriche — wie
Archimedes unterstellte — unlauterer Mittel bedienten und ihm grundlos die Anerkennung
seiner Prioritatsanspriche verweigerten.

Haufig meldete Archimedes seine Prioritatsanspriiche zunachst nur dadurch an, dass er in
seinen Briefen mitteilte, bei welchen Satzen ihm ein Beweis gelungen sei, ohne dabei den
Beweis selbst vorzulegen. Um nun akademische Wettbewerber, die daraufhin unbe-
grundet den Anspruch erhoben, diese Resultate seien ihnen schon langer bekannt und
von ihnen selbst (bereits vor Archimedes) bewiesen worden, bloRzustellen, hat
Archimedes vorsatzlich Unmdogliches in solche Listen von — ohne Beweis mitgeteilten —
neuen Satzen eingeschmuggelt.

Er pflegte von Syrakus aus seine mathematischen Entdeckungen schriftlich dem Konon

[wie einigen anderen Adressaten in Alexandria; NF] mitzuteilen, meistens zuerst ohne

Beweis, weil er, wie er selbst in der Einleitung zu der Arbeit Uber Spiralen schreibt, «gerne

jedem Mathematiker das Vergniigen gbnnen mdochte, es selber zu erfinden». Aber um

seinen eingebildeten alexandrinischen Kollegen ein Bein zustellen, flgte er hie und da

auch falsche Lehrsatze hinzu, «damit diejenigen, die behaupteten, das alles selber

entdeckt zu haben, ohne aber die Beweise hinzuzufligen, auch einmal hereinfallen, indem

sie behaupteten, etwas gefunden zu haben, das unmdglich ist.»%5

Wenn Anmeldung und Durchsetzung von Prioritatsansprichen das Thema sind, dann ist
das Potential der archimedischen Spirale bezlglich einer Dreiteilung beliebiger Winkel
ziemlich uninteressant. Das Problem war bereits friher und auf der Grundlage einer
anderen mechanischen Figur (der Quadratrix) von Hippias von Elis gelost worden.*®

Dass Archimedes die Mitteilung ,und von nun an kann man die Dreiteilung eines
beliebigen Winkels zusétzlich auch mittels meiner Spirale durchfihren in puncto
Prioritatsanspriche fir wenig ergiebig hielt, erscheint nachvollziehbar. Dass er auf die
Erwahnung dieser Nutzungsmoglichkeit der Spirale verzichtet hat, ist, so gesehen, ganz
natirlich und muss keineswegs bedeuten, dass er dies tGibersehen hat.

53 Siehe z.B. http://www.mathe.tu-freiberg.de/~hebisch/spiralen3/Winkeldreiteilung.htm.
54 Heltmuth Gericke: Mathematik in Antike und Orient. Wiesbaden. matrix Verlag 2005. S. 121.

55 B.L. van der Waerden: Erwachende Wissenschaft. Basel, Stuttgart. Birkhduser Verlag 1956. S. 365.
56 Vgl. hierzu: Pythagoras & Co. - Griechische Mathematik vor Euklid Abschnitt: Euklid und die gemiedenen
Losungen klassischer Probleme auf www.antike-griechische.de.
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Dass Archimedes wusste, wie man die Spirale zur Winkelteilung nutzt, obwohl er dies bei
der Auflistung seiner Prioritdtsanspriiche nicht erwahnte, ist so sicher, wie dass Edison
wusste, wie man eine Glihlampe wechselt, obwohl er dazu keine Patentschrift einreichte.

Wenn also in popularwissenschaftlichen Texten erwahnt wird, dass Archimedes die Drei-
teilung beliebiger Winkel mittels archimedischer Spirale beherrschte, sollte man die gele-
gentlich dagegen vorgebrachten Einwande des Typs ,daflir gdbe es aber in den
Uberlieferten Briefen des Archimedes keinen Beleg®, nicht allzu ernst nehmen. Der Beleg
fehlt zwar, aber der Gedanke, dass Archimedes dies, trotz einer intensiven Beschéftigung
mit der archimedischen Spirale, Gbersehen haben sollte, ist nicht gerade naheliegend.

Welche mathematischen Sachverhalte sind es nun, die Archimedes im ,Uber Spiralen”
Brief an Dositheos zum Gegenstand seiner Prioritdtsanspriiche macht? Bereits in der
Einleitung des Briefs hebt Archimedes einige Resultate hervor:

Ich behaupte (...), daR? die von der Spirale und der in die Anfangslage
zurtickgekehrten Geraden begrenzte Flache der dritte Teil des Kreises
ist, der den festen Punkt zum Mittelpunkt und die von dem Punkt auf der
Geraden wéahrend der einen Umdrehung zurtickgelegte Strecke zum
Radius hat.*’
Gemeint ist damit, dass die im Schaubild 6 grau markierte Flache
(die Flache der Spirale) 1/3 der Flache des 1. Kreises mit dem
Mittelpunkt M und Radius r (= 1. Strecke) ausmacht. Archimedes
beweist dies als Satz 24 seiner Ausfiihrungen zu Spiralen. Schaubild 6: Fldche
Ein zweites von Archimedes ausdriicklich hervorgehobenes Resultat |der ersten Spirale
betrifft die Rektifikation der Kreislinie, sprich die Konstruktion einer (9raw) = 1/3 der
geraden Linie (einer Strecke) mit der Ldnge des Kreisumfangs eines Fldche des ersten
gegebenen Kreises. Archimedes bearbeitet dieses Problem im Satz Kreises

18 seiner Ausfiihrungen zu Spiralen.*®

Und, wenn eine Gerade die Spirale erster Umdrehung im Schnittpunkt mit der
Leitlinie berthrt und im festen Endpunkt des rotierenden Halbstrahls das Lot auf
der Leitlinie errichtet wird, so weit, bis dieses die Tangente schneidet, so
behaupte ich, daR dieses gleich ist der Peripherie des Kreises (...).*°
Zur Verdeutlichung des Sachverhalts dient das Schaubild 7: Mittels einer v
Tangente t die die Spirale (erster Umdrehung) im Punkt A berdhrt und ein
(auf der Achse) im Punkt M errichtetes Lot im Punkt S schneidet, gelingt die
Rektifikation der Kreislinie des ersten Kreises, sprich die Lange der Strecke
MS ist gleich dem Umfang U des ersten Kreises.
In der Formulierung von Aumann:
1.3 Es seien t die Tangente einer archimedischen Spirale im End-
punkt A der ersten Strecke und S deren Schnittpunkt mit dem Lot zur
Achse im Mittelpunkt M. Dann ist die Strecke MS so lang wie der
Umfang U des ersten Kreises.®
Die erste konstruktive Losung zur Rektifikation! Da lohnt sich das Erheben S
von Prioritatsansprichen. Und zwar auch dann, wenn die Konstruktion |Schaubild 7:
nicht mit Zirkel und Lineal auskommt (was ja auch unmaoglich ist), sondern Rektifikation
die mechanische Figur archimedische Spirale benétigt wird. des Kreises

Durch eine bei gegebener Lineargeschwindigkeit (mit der sich der Punkt P|mit Radius r
auf der Halbgeraden bewegt), passend gewahlte Winkelgeschwindigkeit|(r = 1.Strecke)

57 Thomas Heath: Archimedes' Werke, (aus dem Englischen von F. Kliem). Berlin. Verlag O. Haring 1914. S. 286.

58 Mit diesem Satz 18 widerlegt Archimedes endgiiltig ein Diktum des Aristoteles. Der hatte behauptet, dass krumme
und gerade Linien hinsichtlich ihrer Lénge nicht vergleichbar seien (Physik, Buch 7, Kap. 4, 248b). Bereits der
erste Satz aus der Kreismessung (hier Satz 1.1) hatte das in Frage gestellt. Und nun gibt es sogar eine Konstruktion!

59 Archimedes: Uber Spiralen. Kugel und Zylinder [u.a.]. Frankfurt am Main: Verlag Harri Deutsch 1996. S. 7.

60 Giinter Aumann: Archimedes. Darmstadt. WBG 2013. S. 134.
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(mit der sich die Halbgerade um M dreht), kann mittels dieser Methode, zu jedem be-
liebigen Kreis eine gerade Linie mit der Lange des Kreisumfangs konstruiert werden.

Auf dieser Grundlage lasst sich dann auch zu jedem Kreis ein umfangsgleiches Quadrat
konstruieren. Man muss ja nur die rektifizierte Kreislinie vierteln, um dann ein Quadrat
Uber der Basis u/4 zu errichten. Aufgaben, von denen man in der griechischen Antike
schon lange wusste, wie man sie konstruktiv allein mit Zirkel und Lineal I6sen kann. Diese
kleine Folgerung ist Archimedes keine Erwahnung in seinem Brief an Dositheos wert.
Vielleicht wollte er auch vermeiden, dass sich seine Leser von ihm woméglich beleidigt
fuhlten, weil er auf solche Banalitaten extra hinwies, statt zu unterstellen, dass jedem aus
seiner ausgesuchten Leserschaft dies sofort (und ohne dass es dazu seiner Hilfestellung
bedurfte) klar war.

Archimedes beweist den Satz 1.3 (Satz 18 aus Uber Spiralen) durch doppelte reductio
ad absurdum:

0] Die Annahme dass @ groler ist als U fuhrt zu einem Widerspruch;

(i) Die Annahme dass MS kleiner ist als U flhrt auch zu einem Widerspruch.

Folglich muss MS genau die Lange von U haben.
Um diese doppelte reductio ad absurdum erfolgreich durchfihren zu kdénnen, hat
Archimedes dem Satz zur Rektifikation nicht weniger als 17 Sé&tze vorangestellt. Teils
sehr einfache Hilfssétze, teils etwas anspruchsvollere Vorbereitungen der Hauptresultate.

Leider gibt es keine Chance, den Kernpunkt des Beweisgangs in ahnlich knapper und
zuganglicher Form zu rekapitulieren, wie dies bei Satz 1.1 mdoglich war.®* Uns bleibt
folglich als Thema hier nur noch die Frage: Was hat Archimedes zu Satz 1.3 inspiriert?

Es ist naheliegend, dass Archimedes, nachdem ihm Satz 1.1 aus der Kreismessung
gelungen war, nach einer Mdoglichkeit zur Konstruktion des zum Kreis flachengleichen
Dreiecks gesucht hat. In der griechischen Antike kam der geometrischen Konstruktion eine
sehr besondere Bedeutung zu. Und eine Konstruktion mit einer mechanischen Figur war
immer noch deutlich besser als gar keine Konstruktion.

Sieht man sich Schaubild 7 mit diesem Gedanken im Hinterkopf an, so wirkt es so, als ob
das Dreieck aus Schaubild 1 zuerst in den Kreis hinein gerutscht und dann nach unten
weggekippt ware. Das hellgrau unterlegte Dreieck ist just das Dreieck aus Schaubild 1.
Kreis wie Dreieck sind dabei nun allerdings auf besondere Weise via Spirale verbunden:
Der Kreis ist der erste Kreis der Spirale, der Radius r die 1. Strecke;
Die Strecke AS auf der Spiraltangente im Punkt A liefert die Hypotenuse des
rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten r und U.
Mittels der Spirale hat Archimedes nicht nur die Rektifikation der Kreislinie bewaltigt,
sondern ihm ist dabei zugleich die Konstruktion des flachengleichen, rechtwinkligen
Dreiecks mit den Katheten r und U aus Satz 1.1 gelungen.®?

Vielleicht war Archimedes auf der Suche nach einer Mdglichkeit zur Konstruktion des
Dreiecks aus Satz 1.1 (oder es hat ihn zumindest das Problem der Rektifikation
umgetrieben) als Konon die Aufmerksamkeit des Jahrtausend-Genies auf die Spirale
lenkte.®® Hat Archimedes bei der zunéchst spielerischen Erkundung der Mdéglichkeiten der

61 Dem am Beweis interessierten Leser seien die Ubersetzungen von Heath und Czwalina, insbesondere aber die
Erschliefung der einschldgigen geometrischen Zusammenhéange durch Aumann empfohlen:
Giinter Aumann: Archimedes. Darmstadt. WBG 2013. S. 126ff
Thomas Heath: The Works of Archimedes. Mineola, New York. Dover Publications 2002. S. 151ff.
Der Heath Text auf deutsch: Thomas Heath: Archimedes' Werke, (aus dem Englischen von F. Kliem) Berlin.
Verlag O. Haring 1914. S. 283ff.
Die Czwalina Ubersetzung: Archimedes: Uber Spiralen. Kugel und Zylinder [u.a.]. Frankfurt am Main: Verlag
Harri Deutsch 1996. S. 5ff.
62 Mittels jeder Art von Rektifikation wére eine Konstruktion dieses Dreiecks allerdings sowieso moglich gewesen.
63 Die Spirale, mit ihrer Uberlagerung von kreisférmiger und linearer Bewegung, kénnte Archimedes von Konon so-
gar mit ausdriicklichem Bezug zu Rektifikationsproblemen vorgestellt worden sein: Kénnte die dort weiterhelfen?
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archimedischen Spirale eher beildufig eine Figur ahnlich Schaubild 7 in den Sand gemalt?
Spatestens wenn er die Mal3e der Strecken in einer solchen Figur abschéatzte, durfte ihm —
insbesondere vor dem Hintergrund von Satz 1.2 — die Frage gekommen sein, ob die heute
archimedische Spirale genannte mechanische Figur eine Mdglichkeit zur Konstruktion von
rechtwinkligen Dreiecken mit den Katheten r und U bietet.

Und dann kommt halt die Sache mit dem Genie. Archimedes kann sich eben nicht nur
solche Fragen stellen, sondern er kann sie auch beantworten. Und das auch dann, wenn
man dazu etwas Anlauf braucht.
Die hier prasentierte These lautet also: Die Inspiration zu Satz 1.3 entsprang gleicher-
malen der Suche nach einer Mdglichkeit zur Konstruktion des Dreiecks aus Satz 1.1
(bzw. der Suche nach einer Mdglichkeit zur Rektifikation der Kreislinie) wie der Erkundung
der Verwendungsmaoglichkeiten der von Konon ins Spiel gebrachten Spirale.
Letztlich ist das aber alles nicht mehr als eine Spekulation. Eine Spekulation, bei der still-
schweigend unterstellt wird, dass zumindest der mathematische Gehalt der Kreismessung
von Archimedes vor der Abfassung von Uber Spiralen entwickelt wurde. Das ist
keineswegs gesichert, steht aber auch nicht im Widerspruch zu dem, was wir Uber die
Reihenfolge der archimedischen Schriften wissen.
Archimedes gibt selbst teils durch seine einleitenden Briefe, teils durch die Benutzung von
Ergebnissen aus friheren Arbeiten in spateren Schriften hinreichende Fingerzeige, die
chronologische Ordnung etwa wie folgt anzunehmen:
. Uber das Gleichgewicht von Ebenen, I.
. Quadratur der Parabel.
. Uber das Gleichgewicht von Ebenen, I, II.
. Die Methode.
. Uber Kugel und Zylinder, 1, II.
. Uber Spiralen.
. Uber Konoide und Sphéroide.
. Uber schwimmende Korper, |, II.
. Die Kreismessung.
10. Die Sandrechnung.
Es ist jedoch zu beachten, daf? in Bezug auf die Abhandlung (8) nur feststeht, daf3 sie nach
(7) geschrieben ist, und in Bezug auf (9) nur, daB sie jlinger als (5) und alter als (10) ist
[Hervorhebung in fett nicht im Original; NF].*
Die chronologische Reihenfolge der Abhandlungen koénnte also mit der hier ange-
sprochenen sachlogischen Nahe von Kreismessung und Uber Spiralen gut harmonieren.%

Es bleibt noch nachzutragen, dass mit der Mdglichkeit zur Konstruktion des flachen-
gleichen Dreiecks nattrlich auch die Moglichkeit zur Konstruktion des flachengleichen
Quadrats gegeben ist. Das Dreieck kann in ein flachengleiches Rechteck und dieses in
ein flachengleiches Quadrat verwandelt werden.®® Die damit ermdglichte Quadratur des
Kreises kann jedoch keinen Prioritdtsanspruch begriinden, da ein Verfahren zur Quadratur
des Kreises (mittels Quadratrix) bereits friilher von Deinostratos gefunden worden war.®’

Es wird in der mathematikhistorischen Sekundarliteratur zu Archimedes gern darauf hin-
gewiesen, dass sich Hilfssatze wie Hauptsatze aus Uber Spiralen erstaunlich einfach und
elegant verifizieren lassen, sofern man in Polarkoordinaten denkt und die Methoden der
modernen Analysis benutzt.®®

OCO~NOUITA,WNPE

64 Thomas Heath: Archimedes' Werke, (aus dem Englischen von F. Kliem) Berlin. Verlag O. Héring 1914. S. 20f.

65 Hinweis: Nach einer von Schneider erwahnten Mitteilung von Wilbur Knorr galt letzterem Kreismessung sogar als
die alteste der Archimedes Schriften. Ivo Schneider: Archimedes. Springer Spektrum; 2. Auflage 2016. S. 24, Fn 15

66 Vgl. hierzu: Euklid und die Elemente, insbesondere den Abschnitt Buch IT — Geometrische Algebra auf
www.antike-griechische.de.

67 Vgl. hierzu: Pythagoras & Co. - Griechische Mathematik vor Euklid Abschnitt: Euklid und die gemiedenen
Lésungen klassischer Probleme auf www.antike-griechische.de.

68 Entsprechende Vorkenntnisse und und eine gewisse Fingerfertigkeit vorausgesetzt, dauert die Verifikation von Satz
1.3 so in der Tat nur wenig langer als die Verifikation von Satz 1.1 mittels heutiger Mittelstufenmathematik.
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Die dramatische Vereinfachung der Beweise bei Verwendung moderner Methoden ist es
auch, die den Archimedes Ubersetzer Arthur Czwalina motiviert, Archimedes eine
Differentialbetrachtung als Hintergrund fir die Konzeption des Beweisgangs beim Rektifi-
kationssatz zu unterstellen.®® Diese Deutung ist technisch zu anspruchsvoll, als dass sie
hier vorgestellt und diskutiert werden soll. Aber unerwéhnt sollte sie auch nicht bleiben.

Bevor sich dieser Text dem zweiten Hauptresultat aus Uber Spiralen (bei Archimedes
Satz 24) zuwendet, eine kurze Bemerkung: zu den Satzen, die Archimedes zwischen den
beiden hier vorgestellten Hauptresultaten beweist:
Im Anschluss an seinen Satz 18, den Rektifikationssatz, diskutiert Archimedes in
den Satzen 19 und 20 Konstruktionen, die analog zu Schaubild 7 sind, sich aber auf
Félle jenseits des ersten Kreises der Spirale beziehen. Danach verschafft sich
Archimedes in den Satzen 21 bis 23 die Grundlagen fir ein spezielle geometrische
Schachtelung, welche er anschlie3end im Beweis zu Satz 24 verwendet.

Unter Erinnerung an Schaubild 6 reformulieren wir Satz 24 knapp als:
1.4 Die Flache der ersten Spirale betragt 1/3 der Flache des
ersten Kreises.

Dass die Flache der ersten Spirale weniger als die Halfte des ersten

Kreises und mehr als ein Viertel des ersten Kreises betragt, lasst

bereits ein erster Blick aufs Schaubild vermuten. 1/3 ist damit ein

durchaus attraktiver Kandidat.

Archimedes war sich sicherlich nicht zu fein, einen solchen ersten
Verdacht zum Flachenanteil mittels einfachster Methoden auf Plausi- |Schaubild 6 (zum
bilitdt zu prifen. Heutzutage wiirde es sich fiir einen solchen Plausibi- | Zweiten): Fldche der
litatstest anbieten, die erste Spirale auf Pappe aufzuzeichnen, ersten Spirale (grau) =
auszuschneiden und ihr Gewicht mit einem aus gleichartiger Pappe |1/3 der Fldche des
ausgeschnittenen erstem Kreis zu vergleichen. Pappe stand ersten Kreises

Archimedes sicher nicht zur Verfiigung, aber eine Mdoglichkeit zu
einem ahnlichen Plausibilitatstest, wird es fur Archimedes wohl gegeben haben.

Vielleicht hat Archimedes, nachdem sich der erste Verdacht durch einen Plausibilitatstest
erhartet hatte, Betrachtungen im Stile jener Uberlegungen angestellt, wie wir sie fir
andere Satze aus seiner Methodenlehre kennen: Analysis Konzepte in mechanischer Ein-
farbung als Heuristik bei Integrationsaufgaben. Solche, seine Vermutung stltzenden,
heuristischen Uberlegungen haben Archimedes haufiger motiviert, bei der Suche nach
einem strengen, rein geometrischen Beweis durchzuhalten bis er am Ziel war.”

Welchen Weg schlug Archimedes nun letztendlich ein, um den Satz streng geometrisch zu
beweisen? Die denkbar knappste Antwort lautet: per doppelter reductio ad absurdum. Was
weitere Details angeht, beschrénkt sich dieses Papier auf die Vorstellung der beim Beweis
benutzen geometrischen Schachtelung:

Wir beginnen damit, den ersten Kreis in acht gleiche Kreissektoren zu zerlegen. Dann
werden in jeden Kreissektor je zwei zusatzliche Kreisbdgen eingetragen. Das Vorgehen
wird im Schaubild 8 (s.S.23) am Beispiel fur zwei Kreissektoren (mit A und B
gekennzeichnet) veranschaulicht. Der erste zuséatzliche in einem Kreissektor eingetragene
Kreisbogen (gelb) erhalt seinen Radius durch den Schnittpunkt der Spirale (grin) mit der

69 Vgl. Archimedes: Uber Spiralen. Kugel und Zylinder [u.a.]. Frankfurt am Main: Verlag Harri Deutsch 1996.
Anhang zu Uber Spiralen. S. 61ff. Hinweis: Es ist sogar moglich, dass beides, sowohl die Deutung von Czwalina
wie die oben im Text prasentierte Spekulation, zutreffen. Die hier im Text erorterten Punkte hinsichtlich des Auf-
kommens der ersten Vermutung und die Czwalina Deutung hinsichtlich der Zuversicht, einen Beweis zu finden,
wie als Hintergrund bei der Planung des Beweiswegs. Allerdings: Obwohl Czwalina sehr bestimmt formuliert, stellt
sich doch die Frage, ob er ausreichend beriicksichtigt, dass der Autor des Beweises Archimedes und nicht Newton
heiflit. Bei Newton wéren die von Czwalina vorgenommenen Unterstellungen deutlich plausibler.

70 Vgl. zur Frage der Heuristik auch die sehr mutigen Spekulationen von Czwalina in Archimedes: Uber Spiralen.
Kugel und Zylinder [u.a.]. Frankfurt am Main: Verlag Harri Deutsch 1996. S. 63ff.
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ersten Begrenzungslinie des Kreissektors.”* Der zweite zusatz-
liche Kreisbogen des Kreissektors (rot) erhélt seinen Radius A
durch den Schnittpunkt der Spirale mit der zweiten Begren-
zungslinie des Kreissektors.”? Im Kreissektor A ist die Flache
unter dem roten Kreisbogen rotlich hervorgehoben, im Kreissek-
tor B wurde die Flache unter dem gelben Kreisbogen gelblich B

und die Differenzflache der beiden Kreisbdgenflachen grau her- ) o
vorgehoben. Hinweis: Die gelblich und die rétlich eingefarbte /
Flache (in den Kreissektoren A und B) haben die selbe Grolie.

Es gilt: Jeder Punkt unter einem der eingetragenen inneren
Zusatz-Kreisbdgen (gelb) gehért zur Flache der Spirale. Und:
Jeder Punkt, der zur Flache der Spirale
gehort, gehort auch zur Flache unter einem
einschlagigen &ufleren Zusatz-Kreisbogen
(rot).

Die Flache wunter den inneren Zusatz- r P
Kreisbbgen aller acht Kreissektoren liefert also
eine untere Abschétzung, die Flache unter
den &uleren Zusatz-Kreisbogen aller acht
Kreissektoren liefert entsprechend eine obere T 0. o .
Abschétzung der Flache unter der Spirale (vgl. Schaubild 9: Einbeschriebene und
Schaubild 9). Die Differenz zwischen der der
Spirale umbeschriebenen Kreisbogenkonstruktion und der der Spirale einbeschriebenen

rlxm

Schaubild 8: Einfiigen
der zusdtzlichen
Kreisbdgen

umbeschriebene Spiralfldche

Kreisbogenkonstruktion betragt:

Nummeriert man namlich die acht Kreissektoren beginnend beim Startsektor der Spirale
im Umlaufsinn der Spirale von 1 bis 8 durch, dann ergibt sich, dass fiir i <8 die im
Kreissektor i umbeschriebene Flache gleich der im Kreissektor i+1 einbeschriebenen
Flache ist (vgl. Schaubild 8). Bildet man die Differenz, so heben sich (auch wenn das bei
den zeichnerisch drittklassigen Schaubildern nicht deutlich herauskommt) 7 Paare der
Kreisbogenflachen jeweils auf. Es bleibt die einbeschriebene Flache des ersten Kreis-
sektors und die umbeschriebene Flache des letzten Kreissektors. Die einbeschriebene
Flache des ersten Kreissektors betragt 0, die umbeschriebene Flache des achten Kreis-
sektors ist der Kreissektor selbst. Dessen Flache ist 1/8 der Flache des ersten Kreises mit
Radius r. So ergibt sich der angegebene Wert.

Nimmt man eine Verdoppelung der Anzahl der Kreissektoren durch Halbierung der Kreis-
sektoren vor und konstruiert erneut einbeschriebene und umbeschriebene Naherungen, so
halbiert sich die Differenz zwischen Umbeschrieben und Einbeschrieben. Die Differenz
betragt wieder einen kompletten Kreissektor, der ist jetzt aber nur noch halb so grof3.

Fahrt man mit der Verdoppelung der Anzahl Kreissektoren immer weiter fort, so wird die
Differenz zwischen umbeschriebener und einbeschriebener Naherung der Spiralflache
beliebig klein. Zu jedem vorgegebenem € > 0 gibt es ein n (= Anzahl von Verdoppelun-
gen), so dald die Differenz zwischen Umbeschrieben und Einbeschrieben bei 2" Kreis-
sektoren kleiner € ist. Und das gilt dann naturlich erst recht fir alle Naherungen, die noch

kleinere Kreissektoren verwenden.
Wenn die Differenz zwischen Umbeschrieben und Einbeschrieben beliebig klein gemacht
werden kann, dann kann man auch die Spiralflache sowohl durch einbeschriebene, wie

71 Im Startsektor der Spirale setzen wir den Radius dieses Kreisbogens mit Null an.
72 Beim letzten Kreissektor des ersten Kreises ist der Radius des einzufiigenden dufleren Kreisbogens gleich r, dem
Radius des ersten Kreises.
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auch durch umbeschriebene N&herungen beliebig gut nahern. Archimedes beweist
dieses Resultat in den Satzen 21 bis 23 seiner Abhandlung Uber Spiralen rein geo-
metrisch und mit den Methoden der Antike.”
Damit hat sich Archimedes eine geometrische Schachtelung verschafft. Es werden keine
regularen Polygone wie beim Satz 1.1 verwendet, aber wieder kann die interessierende
Figur durch einbeschriebene und umbeschriebene Figuren beliebig gut genahert werden.
Das ist das Szenerio, das Archimedes nutzt, um wieder einmal zu einem Beweis durch
doppelte reductio ad absurdum anzusetzen:

0] Die Annahme dass die Flache der Spirale kleiner ist als 1/3 des ersten

Kreises fuhrt zu einem Widerspruch;

(i) Die Annahme dass die Flache der Spirale grol3er ist als 1/3 des ersten

Kreises fuhrt ebenfalls zu einem Widerspruch.

Folglich muss die Flache der Spirale genau 1/3 des ersten Kreises betragen.
Den Beweisgang zu Satz 1.4 hier detaillierter zu diskutieren, wirde den Rahmen dieses
Papiers definitiv sprengen.” An diesem Beispiel vorzufiihren, wie gut sich Archimedes
darauf versteht, ans Problem angepasste geometrische Schachtelungen zu entwerfen,
war das Hauptanliegen bei der Diskussion von Satz 24.
Archimedes nutzt solche speziell angepassten geometrischen Schachtelungen immer
wieder. Er verwendet sie dabei vor allem als Teil jener Szenarien, in denen er dann mit
seinen Widerspruchsbeweisen operiert, um so die Satze geometrisch zu beweisen.
Dieses Vorgehen, sich speziell an die Problemlage angepasste geometrischen Schach-
telungen zu verschaffen und diese dann in seinen indirekten Beweisen bei der Herleitung
der Widerspriiche zu nutzen, ist sein funktionales Aquivalent zu moderner Integral-
rechnung. Diese stand ihm naturlich nicht zu Verfiigung, sondern wurde erst weit Uber
1.000 Jahre spater (und nicht auch zuletzt durch seine Arbeiten inspiriert) entwickelt.
Zum Abschluss noch einen Satz zu den Propositionen 25 — 28 (der Abhandlung Uber
Spiralen): Archimedes beschaftigt sich in diesen Satzen mit Flacheninhalten von Spiralen
jenseits des Spezialfalls der ersten Drehung bzw. mit Flacheninhalten von Figuren die
mittels Spiralen definiert werden kénnen.

Kurzes Reslimee

- Die allermeisten der uUberlieferten Briefe des Archimedes dienen vorrangig dem
Geltendmachen von Prioritdtsansprichen.

- Seine Inspirationen gewinnt Archimedes auf die unterschiedlichsten Weisen.

- Seine Hauptresultate beweist Archimedes bevorzugt indirekt, besonders gerne
durch doppelte reductio ad absurdum: Etwas kann weder grél3er noch kleiner sein
als im Satz behauptet, da sich sonst Widerspriche ergeben.

« Um solche Widerspruchsbeweise fiihren zu kénnen, geht Archimedes haufig lange
Wege und stellt dabei dem Beweis eines Hauptresultats auch schon mal mehr als
ein Dutzend Hilfssatze und andere vorbereitende Resultate voran.

- Geht es beim Hauptresultat um eine Flachen- oder Volumenbestimmung, dann
verschafft sich Archimedes meist eine geeignete geometrische Schachtelung als
Teil jener Szenerie innerhalb derer er dann seinen Widerspruchsbeweis fuhrt.

« Archimedes beweist meist mit grol3er Strenge. Stellenweise erinnern die Beweise
aus den beiden hier diskutierten Abhandlungen sogar an Epsilontik. Wobei es sich
bei Archimedes natirlich um eine Art Grenzwert freier Epsilontik handelt. Um den
Schritt von Weierstrald zu gehen, Epsilontik als Mittel zur Kldrung des Grenzwert-
begriffs einzusetzen, lebte Archimedes eindeutig zu fruh.

73 Um ganz genau zu sein: Archimedes beweist Sitze, aus denen sich dann dieses Resultat als leichte Schlussfol-
gerung ergibt. Er kaut nicht jedes Detail vor. Seine Beweisgidnge erwarten vom Leser auch Eigenleistungen. Vgl.
Archimedes: Uber Spiralen. Kugel und Zylinder [u.a.]. Frankfurt am Main: Verlag Harri Deutsch 1996. S. 44.

74 Jedem, der sich damit nicht zufrieden geben will, sei die Erschliefung des Beweises bei Giinter Aumann:
Archimedes. Darmstadt. WBG 2013. S. 142ff empfohlen.
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2. Kugel und Zylinder

Er selbst [Archimedes; NF] hielt seine Beitrage zur Stereometrie fur die
bedeutendsten. In seiner Schrift Uber Kugel und Zylinder bewies er, dald
die Oberflache einer Kugel viermal so grof3 ist wie die Flache ihres

grof3ten Kreises. (...)

Archimedes bewies auch, dall das Volumen einer Kugel 2/3 des

Volumens des Zylinders betragt, in den sie exakt hineinpal3t.

Paul Strathern”

Archimedes schatzte speziell das Resultat, dass das Volumen der Kugel 2/3 des um-
schreibenden Zylinders umfasst, so sehr, dass er sich ein entsprechendes Diagramm auf

seinem Grabstein winschte.

Der romische Feldherr Marcellus, dem nach langer Belagerung die Eroberung von
Syrakus gelang, hat Archimedes, der beim Fall von Syrakus umkam, diesen Wunsch

erfillt.

Cicero hat, wie er in Gesprachen in Tusculum (Buch
5, 64) berichtet, nach dem Grab von Archimedes
gesucht und als er es fand, dort tatséchlich eine
Saule mit einer Kugel in einem Zylinder vorgefunden.

Diese Szene, Cicero sucht und findet das Grabmal
des Archimedes, hat auch Eingang in die européaische
Malerei gefunden (s. Schaubild 10).

Mit der Wahl gerade dieses speziellen Motivs flr sein :
Grabmal hat sich Archimedes deutlich in eine Reihe
mit seinem bedeutendsten Vorlaufer, Eudoxos,

gestellt. Schaubild 10: Francesco Zuccarelli:
Eudoxos hatte, basierend auf geometrischer |Cicero entdeckt das Grabmal des
Schachtelung (Exhaustion) und doppelter reductio ad |Archimedes

absurdum, gezeigt, dass das Volumen des Kegels

1/3 des umschreibenden Zylinders betragt, Archimedes bewies, in ganz analoger Manier,

dass das Volumen der Kugel 2/3 des umschreibenden Zylinders betragt.

Wenn in mathematikhistorischen Betrachtungen diese beiden
Resultate gelegentlich an Hand eines gemeinsamen
Diagramms erlautert werden (s. Schaubild 11), dann darf
man ein solches Diagramm auch als Anspielung auf die
besondere Beziehung zwischen dem Werk dieser beiden
herausragenden Mathematiker der Antike lesen. Ohne dass
sie sich je begegnet sind, stehen ihre Arbeiten in einer engen
Beziehung.

Die Volumenverhaltnisse der Figuren im Schaubild 11 lauten:

Kegel : Kugel : Zylinder=1:2:3

Gemeinhin gilt €™+ 1 = 0 als die schonste Formel der Mathematik, aber so hasslich ist die

obige Beziehung auch nicht.

Schaubild 11: Zylinder,
Kugel, Kegel

*  Paul Strathern: Archimedes & der Hebel. Frankfurt am Main: Fischer Taschenbuch Verlag 1999. S.36.
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Zwei Hauptresultate

Uns liegen drei Archimedes Texte zu Kugel und Zylinder vor: Uber Kugel und Zylinder I
und II, beides Briefe an Dositheos, und die Methodenlehre, ein Brief an Eratosthenes.

In Uber Kugel und Zylinder I entwickelt Archimedes mit den klassisch geometrischen
Methoden seine Hauptresultate, in Uber Kugel und Zylinder Il geht es um Anwendungs-
beispiele bzw. Ubungsaufgaben, ebenfalls im klassisch geometrischen Rahmen. In der
Methodenlehre werden die Hauptresultate aus Uber Kugel und Zylinder | nochmals
hergeleitet, allerdings mit einem ganz anderen Ansatz. Einem Ansatz, dem Archimedes
keine echte Beweiskraft zubilligt.

Dieser Abschnitt hier wird sich an Uber Kugel und Zylinder I orientieren. Allerdings kann es
nicht schaden bereits einmal eine erste Einschatzung zur Methodenlehre aus dem Munde
von Archimedes zur Kenntnis zu nehmen. Archimedes schreibt an Eratosthenes:

Da ich aber, wie ich schon sagte, in Dir einen ernsthaften Gelehrten, einen Philosophen

von hervorragender Bedeutung und, bei vorkommender Gelegenheit, einen Bewunderer

mathematischer Forschung sehe, so habe ich es angebracht gefunden, in demselben

Buche eine eigentiimliche Methode niederzulegen und Dir auseinanderzusetzen, wodurch

es Dir mdglich sein wird, eine Anregung zur Untersuchung einiger mathematischer Fragen

mit Hilfe der Mechanik zu gewinnen. Dieses Verfahren ist nach meiner Uberzeugung auch

fir den Beweis der Satze selbst nicht weniger nitzlich; denn gewisse Dinge sind mir zuerst

durch eine mechanische Methode klar geworden, muf3ten aber nachher geometrisch

bewiesen werden, weil ihre Behandlung nach der genannten Methode keinen wirklichen

Beweis liefert. Denn es ist offenbar leichter, wenn wir durch die Methode vorher einige

Kenntnis von den Fragen gewonnen haben, den Beweis zu finden, als ihn ohne vorlaufige

Kenntnis zu finden.”™
Im Nachfolgenden leitet Archimedes dann (als Satz Il der Methodenlehre) die beiden
Hauptresultate aus Uber Kugel und Zylinder erneut her. Er verwendet dabei aber
Voraussetzungen, die er nicht in gleicher Weise fur unbedenklich halt wie die Pramissen
der geometrischen Beweise. Diese mechanische Methode steht der frihen Analysis deut-
lich ndher als die geometrischen Beweise des Archimedes (s. Abschnitt Methodenlehre).

Offensichtlich nutzt Archimedes die mechanische Methode als Element der Heuristik. Sie
kann helfen, um wahrend der langen Suche nach einem geometrischen Beweis nicht den
Glauben an die Richtigkeit des Satzes zu verlieren. Und sie kann auch als hilfreicher
Hintergrund bei der Planung des Beweisgangs dienen.

Dass das Jahrtausend-Genie sich solcher Hilfsmittel bediente, erinnert daran, dass auch
Archimedes nicht morgens beim Fruhstick eine Vermutung hatte und dann abends mit
dem ausgearbeiteten, kompletten Beweis zu Bett ging. Man macht sich wohl ein deutlich
realistischeres Bild, wenn man davon ausgeht, dass nach einem ersten Verdacht’ (und
noch bevor Archimedes einen Zugang durch seine mechanische Methode suchte) erst
einmal grobe Plausibilitatstests (z.B. via wiegen, messen)’’ erfolgten und erst dann nach
einem Zugang mittels ,mechanischer Methode* gesucht wurde. Im Regelfall wird der lange
Weg zum Auffinden eines geometrischen Beweises wohl erst dann angetreten worden
sein, wenn ausreichend Unterstlitzung fir die Vermutung vorlag. Ein Weg, der
keineswegs immer bereits im ersten Anlauf zum Erfolg fuhrte. Wir wissen von Archimedes
selbst, dass er Probleme, an deren Bewaltigung er zunachst scheiterte, sich Jahre spater
noch einmal vornahm, um sie dann, in einem zweiten Anlauf, zu I6sen. Kurzatmigkeit war
nicht sein Ding. Und auch seinen Lesern verlangt er einen langen Atem ab.

75 Thomas Heath: Archimedes' Werke, (aus dem Englischen von F. Kliem). Berlin. Verlag O. Haring 1914. S. 414.

76 Dabei kann auch die Inspiration durch andere Sétze eine Rolle spielen. In seiner Methodenlehre erwahnt Archi-
medes, dass ihn ein anderer Satz auf die Idee zum Satz iiber die Oberfldache der Kugel gebracht hat.

77 Jemand der als eine Art leitender Militdringenieur die Verteidigung von Syrakus organisiert hat, ist nur schwer als
ein atherisches Wesen vorstellbar. Archimedes wird um die wertvollen Einsichten, die aus der materiellen
Untersuchung der Dinge entspringen, gewusst haben und dies wohl auch bei der Mathematik genutzt haben.
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Da seine Abhandlungen gerne mehr als nur ein paar wenige Satze umfassen, macht es
Sinn, wenn er seinen Adressaten in der Einleitung seiner Briefe zun&chst einmal mitteilt,
welche Ergebnisse als die Hauptresultate seiner Ausfiihrungen angesehen werden sollen.

Bei Uber Kugel und Zylinder | an Dositheos liest sich der entsprechende Hinweis so:
Die Oberflache der Kugel ist viermal so grof3 wie die Flache ihres gréf3ten Kreises. (...) Der
Zylinder, der gleiche Grundflache besitzt mit dem gréf3ten Kreise einer Kugel, dessen Héhe
aber gleich dem Durchmesser der Kugel ist, ist sowohl seinem Inhalte als auch seiner
Oberflache nach 1% mal so grof3 wie die Kugel. (Archimedes in der Einleitung zu Uber
Kugel und Zylinder )™
Das umfasst die beiden Hauptresultate die hier Thema sind:
2.1 Die Oberflache der Kugel ist viermal so gro3 wie die Flache eines
Kugelschnittes der durch den Mittelpunkt geht (=Grol3kreis).
2.2 Das Volumen einer Kugel betragt 2/3 des Volumens des umschreibenden
Zylinders.
Beide Ergebnisse lassen sich sofort mit den Formeln der Mittelstufenmathematik bestati-
gen:
Die Kugeloberflache betragt 4mr?, die Kreisflache Tr?.

. . 4
Das Volumen einer Kugel betragt A mir?, das Volumen des

umschreibenden Zylinders ist 1tir2h mit h=2r, also 6/3 i,

So gesehen ist, abseits des mnemonischen Werts von 2.1 und 2.2
furs Formelmerken, an den beiden Satzen an sich nichts Besonderes
oder gar Aufregendes. Aufregend ist einzig und allein, dass diese
Satze vor mehr als 2.000 Jahren bewiesen wurden, als die
Mathematik noch weit von unserer modernen Formelwelt entfernt war.

ﬁrchi”medessb?wseéilst 2.1 als Satz 33 seiner Abhandlung, 2.2 ist ein Schaubild 12: Kugel
orollar zu satz sS4. mit umschreibenden

Satz 34 selbst lautet: Zylinder
Jede Kugel ist gleich dem Vierfachen des Kegels, dessen Grundflache
gleich dem grofRten Kreise und dessen Hohe gleich dem Radius der Kugel ist.”
Daraus ergibt sich 2.2 als leichte Schlussfolgerung:
Der Kegel mit der Grundflache eines Grol3kreises der Kugel und der Hohe r, hat
(nach Eudoxos) 1/3 des Volumens des umschreibenden Zylinders, also hat die
Kugel ein Volumen von 4/3 dieses (den Kegel) umschreibenden Zylinders. Also hat
die Kugel 2/3 des Volumens eines Zylinders mit gleicher Grundflache aber
doppelter Hohe. Das sind genau die Mal3e des die Kugel umschreibenden Zylinders
(s. Schaubild 12).

Der Weg von Satz 34 zum Korollar und damit zum Hauptresultat 2.2 ist kurz, knapp,
eingangig. Das trifft auf den Weg bis zum Satz 34 nicht zu. Wenn man sich den Beweis-
weg zu diesem Satz in seiner ganzen Komplexitat ansieht, dann fangt man an zu erahnen,
wie froh Archimedes gewesen sein muss, Uber ein mit seiner mechanischen Methode
erzieltes Resultat zu verfigen, das ihm jeden Morgen erneut die Gewissheit gab, dass der
Satz 2.2 richtig sein muss und es sich weiterhin lohnt, am rein geometrischen Beweis
dieses Satzes zu arbeiten.

Hier soll der verwickelte Beweisgang nicht nachvollzogen werden.®* Angemerkt wird aber,
dass die Satze 33 und 34 jeweils per doppelter reductio ad absurdum bewiesen werden
und dass sich Archimedes eine geometrische Schachtelung der Kugel verschafft.

78 Archimedes: Uber Spiralen. Kugel und Zylinder [u.a.]. Frankfurt am Main: Verlag Harri Deutsch 1996. S. 77.
79 Thomas Heath: Archimedes' Werke, (aus dem Englischen von F. Kliem). Berlin. Verlag O. Haring 1914. S. 187.
80 Dem Interessierten sei zur ErschlieBung des Beweises bei Giinter Aumann: Archimedes. Kap. 4 empfohlen.
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5 Postulate

Um seine Séatze mit der angestrebten Strenge beweisen zu kdnnen, stellt Archimedes
seinen Satzen und Beweisen neben diversen Definitionen (z.B. fiir ein ganz spezielles
konkav) funf Postulate voran. Diese funf Postulate sind spezielle PrAmissen, die jenseits
der allseits akzeptierten Axiome und Postulate aus Euklids Elementen, liegen. Unter der
Uberschrift Postulate beginnt Archimedes mit einem schlichten ,/ch setze voraus*:
Postulat 1: Von allen Linienstiicken, die gleiche Endpunkte haben, ist die gerade
Linie die kurzeste.

(...)

Postulat 5: Die groRere von zwei gegebenen GroR3en, sei es Linie, Flache oder Koérper,
Uberragt die kleinere um eine Differenz, die, gentigend oft vervielfacht, jede der beiden
GroRen Ubertrifft.?*

Das Postulat 1 kennt wohl jeder, der sich jemals auch nur ein wenig mit Geometrie be-
schaftigt hat. Das Postulat 5 ist eine Version des archimedischen Axioms. Es heifdt so,
obwohl es eigentlich auf Eudoxos zurlickgeht. Die seit Hilbert gangige Standardformu-
lierung des archimedischen Axioms (in geometrischer Deutung) lautet:

Sind AB und CD irgendwelche Strecken, so gibt es eine Anzahl n derart, dass das n-malige

Hintereinander-Abtragen der Strecke CD von A aus auf den durch B gehenden Halbstrahl

tber den Punkt B hinausfihrt.®
Die Postulate 2 bis 4 haben keine vergleichbar tiefen Spuren in der Mathematik hinter-
lassen. Sie spielen in moderner Axiomatik keine grof3e Rolle. Fur Archimedes aber, dem ja
nicht die ausgearbeiteten Strukturen der modernen Mathematik zur Verfigung standen,
waren sie von Bedeutung. Bei Interesse an einer detaillierteren Prasentation der Postulate
empfehle ich (wieder einmal) Aumann.®

Rotationskérper und geometrische Schachtelung

Bei der Bewadltigung von Integrationsaufgaben in der Ebene benutzte Archimedes sowohl
in Kreismessung wie in Uber Spiralen geometrische Schachtelungen als wichtiges
Hilfsmittel seiner Widerspruchsbeweisen. Er bleibt dieser Linie auch bei Integrations-
aufgaben in der Stereometrie (Raumgeometrie) treu.

Die dreidimensionalen geometrischen Schachtelungen bauen dabei auf den zweidimen-
sionalen geometrischen Schachtelungen auf. Der Trick zum Ubergang zu den dreidimen-
sionalen geometrischen Schachtelungen ist — solange der dreidimensionale Korper als
Rotationskorper aus einer einschldgigen zweidimensionalen Figur erzeugt werden kann —
einfach:

Nutze eine geschickt gewdahlte geometrische Schachtelung zur einschlagigen
zweidimensionalen Figur, um aus den einzelnen Elementen der zweidimensionalen
geometrischen Schachtelung jeweils per Rotationskérper Naherungen fir den
dreidimensionalen Korper zu erzeugen.

Der Kreis ist die einschldgige zweidimensionale Figur, die als zugehorigen Rotations-
korper die Kugel besitzt: Lasst man einen Kreis um eine feststehende Achse, die durch
den Mittelpunkt des Kreises geht, um 360° rotieren® und sucht man jenen Korper der
genau alle Punkte die der Kreis bei seiner Umdrehung erfasste enthalt, dann landet man
bei der Kugel. Durch reguléare Polygone, die den Kreis von innen wie auf3en nahern, kann
dem Kreis eine geometrische Schachtelung verpasst werden. Und genau zu solchen

81 Archimedes: Uber Spiralen. Kugel und Zylinder [u.a.]. Frankfurt am Main: Verlag Harri Deutsch 1996. S. 78f.
82 David Hilbert: Grundlagen der Geometrie. Stuttgart, Leipzig. Teubner 1999. S. 30.

83 Siehe: Giinter Aumann: Archimedes. Darmstadt. WBG 2013. S. 84f wie S. 92ff.

84 180° hitten es in dem Fall auch getan, aber 360° schaden nicht.
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regularen Polygonen kann man auch Rotationskérper erzeugen. Genau solche Rotations-

korper werden Dbei
Schachtelungen fir die Kugel genutzt.

Das ist die Grundidee. Bleibt die Sache mit dem ,geschickt".

Die speziellen Anforderungen sollen hier nicht aufgelistet
werden. Es reicht festzustellen, dass man auf jeden Fall
hinreichend geschickt ist, wenn man zum einen bei der Wahl
der Rotationsachse wie im Schaubild 13 dargestellt verfahrt,
und zum anderen bei den einbeschriebenen Vielecken mit
einem regelmélBigen 12-Eck beginnt und dann jeweils in
jedem Schritt der weiteren Anndherung die Eckzahl
verdoppelt. Analog verfahrt man dann auch bei den umbe-
schriebenen Vielecken.

Der Rotationskorper eines um eine maximale Diagonale
gedrehten, regelmaRigen 12-Ecks besitzt oben und unten je
einen Kegel und besteht ansonsten aus Kegelstimpfen (siehe
Schaubild 14). Dieses Grundmuster fir die Rotationskorper
der Polygone bleibt auch bei fortgesetzter Verdoppelung der
Eckzahl erhalten. Nur die Anzahl der Kegelstimpfe steigt und
die Kegel (oben wie unten) werden stumpfer.

Unter fortlaufender Verdopplung der Eckzahl, zum
Rotieren  gebrachten (einbeschriebenen wie  umbe-
schriebenen) Vielecke, kann die Kugel nun sowohl hinsichtlich

der

Flache, wie hinsichtlich Volumen von innen wie von auf3en beliebig genau genéhert

werden.

Archimedes als Elemente dreidimensionaler

geometrischer

P

Schaubild 13: Kreis mit
einbeschriebenen
regelmdlligem 12-Eck — Die
Rotationsachse liegt
gleichzeitig auf einem
Kreisdurchmesser wie auf
einer maximalen Diagonale
des Polygons

Damit verfigt man also Uber eine geometrische Schachtelung fur die Kugel. Diese
Behauptung bleibt hier zwar ohne Beweis, wird aber von der Anschauung gestitzt.

Angesichts dieses Ansatzes zur geometrischen Schach-

telung wird es den Leser kaum verbluffen, dass auf dem
Weg zu den Hauptresultaten Kegel und Kegelstiimpfe in
einer Vielzahl von Satzen behandelt werden.
Mit der geometrischen Schachtelung im Ricken kann
Archimedes die entscheidenden Schritte zum Beweis der
Hauptresultate wieder als doppelte reductio ad absurdum
anlegen:
Unter der Annahme, der Wert sei grofRer als im
Satz behauptet, lasst sich (unter Ausnutzung der
geometrischen Schachtelung) ein Widerspruch
herleiten;
Unter der Annahme, der Wert sei kleiner als im
Satz behauptet, lasst sich (unter Ausnutzung der

geometrischen Schachtelung) ein Widerspruch
herleiten.
Also ist der Wert genau wie im Satz behauptet.

Bei der Anwendung dieses grundlegenden Schemas gibt
es allerdings einen, sich in erschwerter Lesbarkeit
niederschlagenden, Unterschied zu den Widerspruchs-
beweisen des vorhergehenden Abschnitts:

Schaubild 14: Skizze zur Gestalt
des Rotationskorpers eines
regelmdfSigen 12-Ecks, welches
um eine maximale Diagonale
gedreht wurde

Bei der Ausnutzung der Verfiuigbarkeit beliebig guter Naherungen wird keine der Epsilontik
nahe kommende Beweistechnik verwendet, sondern Gréf3enverhaltnisse werden (unter
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Ruckgriff auf die von Eudoxos geschaffene antike Proportionenlehre)® durch Vergleich mit
anderen GrolRenverhaltnissen diskutiert. Etwas beliebig gut nédhern zu kénnen, wird dann
ausgedruckt als: Man kann den verbleibenden Unterschied kleiner machen, als jeden
Unterschied, den man durch das GroélRenverhaltnis zweier beliebig gewahliter, anderer,
ungleicher GrofRen vorgeben kann. Solche anderen, beliebig gewéhlten ungleichen
GrolBen ersetzen dabei das frei gewahlte Epsilon. Dijksterhuis nennt diese Untervariante
die Verhéltnisform, wohingegen er die bei Kreismessung und Uber Spiralen benutzte
Untervariante als Differenzform bezeichnet.®® Bei der hier gewahlten Vogelperspektive
fallen solche Unterschiede nicht auf. Unerwéahnt sollen sie aber dennoch nicht bleiben.?’

Anmerkung

In diesem Abschnitt wurde versucht eine erste Vorstellung davon zu vermitteln, wie
Archimedes die Bestimmung von Oberflache und Volumen bei Korpern mit gekrimmten
Oberflachen bewaltigt. Derartige Probleme werden heute typischer Weise per Integral-
rechnung erledigt. Fir den hier diskutierten Fall der Kugel gehort die Kenntnis der
einschlagigen Losungen zudem zum Formelwissen des Mittelstufenstoffs.
Letzteres erleichtert zwar einerseits den allerersten Zugang, verstellt aber auch anderer-
seits schnell den Blick fir das Sensationelle, das mit diesen Arbeiten aus der Antike
gelang. Diese Leistungen sind die Grundlage unseres heutigen Formelwissens zur Kugel.
Die mannigfachen Erfolge, die Archimedes auf demjenigen Gebiete erreicht hat, das ich
der Kirze halber als das Gebiet der Integrationsprobleme bezeichnen will, sind gré3tenteils
schon langst in die elementare Mathematik (ibergegangen und wirken dadurch, wenn sie
ohne weiteres aufgezahlt werden, unvermeidlich einigermallen trivial; es ist eben die nicht
zu umgehende Schwierigkeit der Geschichte der exakten Wissenschaften, da3, was einmal
ein Hohepunkt der Forschung war, im Laufe der Jahrhunderte erst zu dem Range einer
scheinbar ganz normalen Leistung herabsinkt um schlielich nur noch als Ubungsstoff fur
Anfanger fortzuleben.®

Kurzes Resiimee

- Archimedes wunscht sich ein Diagramm zu seinem Satz zum Kugelvolumen auf
seinem Grabmal und erhalt es auch.

- Durch Verwendung von Rotationskorpern gelingt es geometrische Schachtelungen
des Kreises fur die geometrische Schachtelung der Kugel nutzbar zu machen.

- Die zentralen Beweisschritte zur Erzielung der Hauptresultate erfolgen wieder
jeweils als doppelte reductio ad absurdum.

- Wegen des Ruckgriffs auf die Proportionenlehre des Eudoxos werden einige
Beweisteile fir den modernen Leser vergleichsweise schwer lesbar.

- Archimedes verfiigte bereits vor den geometrischen Beweisen tber eine Herleitung
der Hauptresultate mittels mechanischer Methode.

- Diese Herleitung mittels mechanischer Methode galt ihm jedoch nicht als voll-
wertiger Beweis, sondern als wertvolles Element der Heuristik.

85 Siehe Buch V von Euklids Elementen bzw. die kurze Einfiihrung in die Proportionenlehre in Euklid und die
Elemente auf www.antike-griechische.de.

86 Vgl.: Dijksterhuis: Archimedes und seine Bedeutung fiir die Geschichte der Wissenschaft. In: Abhandlungen zur
Wissenschaftsgeschichte und Wissenschaftslehre. Bremen. Carl Schiinemann Verlag 1952. S. 14. Der dort
gegebene tabellarische Vergleich ordnet den Unterschied zwischen den beiden Unterformen Differenzform und
Verhdiltnisform sehr schén ein. Hinweis: Die in der gleichen tabellarischen Ubersicht gegebenen Hinweise zur
(einseitigen) Approximation bei der Quadratur der Parabel sind zur ersten Orientierung weniger gut geeignet.

87 Wer sich diese feinen Unterschiede voll erschliefen will, der benétigt Kenntnisse zur Proportionenlehre. Zusétzlich
zur ErschlieBung bei Aumann (Kap. 4), ist dann das parallele Studium der Ubersetzungen von Czwalina und Heath
zu empfehlen. So reduziert man das Risiko von einem Druckfehler oder einer sich nicht erschlieBenden
Formulierung langsam in den Wahnsinn getrieben zu werden.

88 Dijksterhuis: Archimedes und seine Bedeutung fiir die Geschichte der Wissenschaft. In: Abhandlungen zur
Wissenschaftsgeschichte und Wissenschaftslehre. Bremen. Carl Schiinemann Verlag 1952. S. 7.
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3. Schwerpunkt, Hebel, Gleichgewicht

In this treatise [On Plane Equilibriums / Uber das Gleichgewicht ebener
Flachen; NF] we have the fundamental principles of mechanics
established by the methods of geometry in its strictest sense. There were
doubtless earlier treatises on mechanics, but it may be assumed that
none of them had been worked out with such geometrical rigour.

Sir Thomas Heath®

Die Themen Schwerpunkt, Hebel und Gleichgewicht besitzen eine ausgeprégte innere
Verbindung. Anhand der Diskussion der Physik der Balkenwaage kann man die enge
Verzahnung dieser Themen jederzeit leicht deutlich machen. Archimedes hat, soweit wir
wissen, zwei Abhandlungen zu diesem Themenkomplex verfasst: Uber Hebel und Uber
das Gleichgewicht ebener Fliachen I, 11.%° Die Abhandlung Uber Hebel® ist verloren
gegangen. Das verursacht fur den Zugang zur erhalten gebliebenen Abhandlung, wie flr
deren Beurteilung, eine Reihe von nicht ganz unerheblichen Problemen. Bevor diese,
deutlich mit den Hauptresultaten verbundenen, Probleme besprochen werden, erfolgt
zunachst einmal die Prasentation der Hauptresultate.

Zwei Hauptresultate

Dem Text Uber das Gleichgewicht ebener Flédchen fehlt der sonst iibliche Vorspann. Kein
Gru3 an den Adressaten, keine Einordnung des Textes in den Zusammenhang der
vorherigen Korrespondenz und auch kein Benennen der Hauptresultate der Abhandlung.
Ein Herausfiltern der zwei prominentesten Hauptresultate stellt trotzdem kein grof3es
Problem da:

3.1 GroRen (Gewichte) halten sich im

Gleichgewicht, wenn das Verhéaltnis der
Gewichte (GroRRen) reziprok zum Verhéltnis dy ds
ihrer Abstande zum Drehpunkt ist.*

Archimedes spricht manchmal von Gréen wo man
automatisch an Gewichte denkt. Das Resultat 3.1
beweist Archimedes als Satz 6 und 7 seiner Abhand-
lung. Dass er zwei Satze benétigt, resultiert daraus, |Schaubild 15: Bei G1:Gz = d»:d;
dass er zwischen dem Fall zueinander kommen- halten sich die Gréfen (Gewichte) im
surabler und dem Fall zueinander inkommensurabler Gleichgewicht.

GroRRen unterscheidet.” Das Verhéltnis 7 : 17 ist

kommensurabel, das Verhaltnis von 1 : m ist inkommensurabel. Beim letztgenannten
Verhdltnis kann das Verhaltnis nicht durch zwei naturliche Zahlen ausgedriickt werden.
Man sprach dann in der Antike davon, dass solche Grof3en kein gemeinsames Mal3
besitzen. Um Komplikationen, die durch das Fehlen eines gemeinsamen Mal3es entstehen
kébnnen, Rechnung zu tragen, entscheidet sich Archimedes dafur, die Falle
kommensurabel und inkommensurabel getrennt zu behandeln.

Dass Archimedes hier zumindest manchmal von Gréf3en statt von Gewichten spricht,
passt nicht nur zur Vorsicht bei inkommensurablen Grél3en, sondern entspringt vielleicht

*  Thomas Heath: A History of Greek Mathematics, Vol. II. New York. Dover Publications 1981. S.75.

89 Der Text Uber das Gleichgewicht ebener Flédchen umfasst zwei Biicher. Hier geht es ausschlieRlich um die Inhalte
aus Buch I. Buch II ist der Bestimmung des Schwerpunkts der Parabel gewidmet.

90 Manchmal wird der Titel dieses verlorenen Textes mit Uber Waagen angegeben. Jedenfalls war Pappos der letzte,
von dem wir wissen, dass er Zugang zu dieser Abhandlung besal8. Hinweis: Verschiedene moderne Autoren
vermuten, dass Archimedes noch mehr verloren gegangene Abhandlungen zu dieser Thematik verfasst hat.

91 Das Hebelgesetz war, wenn vielleicht auch nicht in dieser mathematisch préazisen Form, bereits langer bekannt.
Vgl. K. Simonyi: Kulturgeschichte der Physik. Frankfurt. Verlag Harri Deutsch 2001. S. 90. Neu ist hingegen der
Versuch das Hebelgesetz zu beweisen.

92 Die Heath Ubersetzung fasst die Sétze 6 und 7 zusammen, was man nicht unbedingt gelungen finden muss.
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auch dem Ziel sich Spielraum zu verschaffen. Spielraum, um das Resultat méglichst
allgemein interpretieren zu kénnen. (Archimedes wird ebene Figuren, Objekte denen man
nicht ohne weiteres ein Gewicht zuordnen kann, mittels dieses Satzes vergleichen.)®

Der von Archimedes mit Satz 3.1 gelieferte, gemeinhin Hebelgesetz genannte, Zugang zu
Waagen mit Hebelarmen ist zwar einerseits klar und pragnant, aber andererseits ein
Zugang, der mit allerlei Idealisierungen verbunden ist. Idealisierungen, die auf reale
Waagen so nicht zutreffen. Die Waage, die hinter Satz 3.1 steckt, ist genaugenommen gar
keine Balkenwaage, sondern eine Linie. Eine Linie, die selbst kein Gewicht besitzt und die
sich unter dem Einfluss von noch so grof3en Gréf3en kein bisschen durchbiegt. So etwas
kann nicht bei Amazon bestellen.

Vereinfachende ldealisierungen vorzunehmen, um in den Naturwissenschaften voran zu
kommen, ist keineswegs schandlich, sondern, wie sich im Verlauf der Wissenschafts-
geschichte gezeigt hat, geradezu genial. Und beim Neuaufbruch der Naturwissenschaften
in Renaissance und Neuzeit hat man sich gerade in diesem Punkt von Archimedes
inspirieren lassen. Euklids Elemente haben das Leitbild der axiomatischen Wissenschaft
und des strengen Beweises vermittelt. Die Arbeiten von Archimedes haben es deutlich
befordert, dass dieses Leitbild auch fir die Naturphilosophie bzw. Naturwissenschaft
bestédndig an Bedeutung gewann. So entstand langsam die moderne Physik als eine
Disziplin, die neben experimentellen Untersuchungen auch Idealisierungen und strenge
Beweise nutzt.
Kommen wir nun zum zweiten Hauptresultat:

3.2 Der Schwerpunkt S eines Dreiecks liegt

im Schnittpunkt der Seitenhalbierenden.

Dieser Satz, Satz 14 bei Archimedes, gehort zum
klassischen Repertoire des Mittelstufenstoffs. Und
wer noch nicht alles aus seiner Schulzeit vergessen
hat, der erinnert sich vielleicht an die Ausfihrungen
seines Geometrielehrers, zur Befestigung eines
(Papp-)Dreiecks mit einem Bindfaden genau am| 4 8 B
Schwerpunkt. Dass namlich dieses Dreieck im
Gleichgewicht ist und eine einmal eingenommene |Schaubild 16: Der Schwerpunkt (S) im
Lage parallel zum Boden nicht mehr verlasst. Und Dreieck

zwar einfach deswegen, weil es keinen Grund gibt, um speziell eine Ecke oder speziell
eine Seite starker nach unten oder oben auszurichten. Dass der Schnittpunkt der
Seitenhalbierenden beim (Papp-)Dreieck jener Punkt ist, der eine Option fur eine
Gleichgewichtslage beinhaltet, ist nicht ganz so selbstverstandlich, wie dies beim
Mittelpunkt des (Papp-)Kreises ist. Die meisten werden den einschlagigen Punkt eines
(Papp-)Rechtecks spontan (und zutreffender Weise) im Schnittpunkt der Diagonalen
vermuten. Das ist, wie Archimedes im Satz 10 von Uber das Gleichgewicht ebener
Fléachen | thematisiert, auch beim Parallelogramm der Fall.

Wer einen Geometrielehrer hatte, der sich unkluger Weise darauf einliel3, die Sache mit
Dreieck, Schwerpunkt und Bindfaden praktisch vorzufihren, der wird sich mit einiger
Wahrscheinlichkeit auch daran erinnern kdnnen, dass dies erst nach etlichen Versuchen
oder nur mittels Tricks oder gar Gberhaupt nicht funktioniert hat.

Die Objekte der Geometrie sind ideale Objekte, ihre Linien haben keine Breite und die
Dreiecke haben keine Dicke. Objekte, die diesen Anforderungen entsprechen, sind in der
realen Welt schwer zu bekommen. Was vergleichsweise leicht zu bekommen ist, ist

93 Die Abhandlung Uber das Gleichgewicht ebener Fldchen kann man als eins von zwei Bindegliedern zwischen der
Welt des strikt geometrischen Beweisens und der Welt der mechanischen Methode deuten. Das zweite Bindeglied
ist der erste Beweis zur Quadratur der Parabel. Das hier mal von Gréen, mal von Gewichten gesprochen wird,
konnte tibrigens auch dadurch entstanden sein, dass Kopisten manchmal ,,Gréffen“ durch ,,Gewichte “ ersetzten.
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Pappe. Ein Dreieck aus Pappe ist aber kein ideales Objekt. Es kann sich durchbiegen,
saugt Feuchtigkeit auf und besitzt allerlei Inhomogenitaten. Dinge, die einem idealen
Dreieck allesamt wesensfremd sind. Das Pappdreieck besitzt aber, im Gegensatz zu
seinem idealen Gegenstick aus der Welt der Geometrie, zweifelsfrei ein Gewicht. Es
erlebt die Schwerkraft, was man von den idealen Dreiecken der Geometrie so nicht
unbedingt behaupten moéchte. Beim idealen Dreieck treffen sich dafir die drei Seiten-
halbierenden exakt in einem Punkt.

Wenn man eine Chance sucht, ein hdchst akkurat ausgeschnittenes, nicht zu grof3es wie
auch nicht zu kleines Pappdreieck, mit wenig Trickserei, anndhernd parallel zum Boden
aufzuhé@ngen, dann ist es ein guter Tipp, es mit einem Bindfaden und dem Schnittpunkt
penibel eingezeichneter Seitenhalbierender zu versuchen. Damit landet man (hoffentlich)
in der Nahe des Schwerpunkts des flachen, dreieckigen Papp-Prismas. Wenn man dies
dann parallel zum Boden ausgerichtet hat, bleibt es vielleicht so. Soweit ist alles klar!

Inwiefern macht es dartber hinausgehend Sinn, bei einem Dreieck darauf zu bestehen,
dass es einen Schwerpunkt besitzt? Wie ist die Redeweise ,der Schnittpunkt der Seiten-
halbierenden liefert im Dreieck den Schwerpunkt® zu verstehen? Und, wie genau lautet
eigentlich die Definition von Schwerpunkt bei Archimedes?

In Uber das Gleichgewicht ebener Fldchen wird keine Definition von Schwerpunkt
gegeben. Hatte man sich anders gewtinscht. Sind mache der Jubelorgien, die dieser Satz
bei einigen Archimedes-Spezialisten auslost, vielleicht doch etwas Ubertrieben?

Nur ein Beispiel fur die Begeisterung, die der Archimedes Satz zum Schwerpunkt des
Dreiecks (samt seines Beweises) bei einigen ausldsen kann:

Die Ergebnisse reiner Gedankenarbeit, die zunéchst Uberhaupt nichts miteinander oder mit

der physikalischen Welt zu tun zu haben scheinen, werden zusammengebracht, und bevor

Sie es bemerken, knebelt diese reine Spekulation das physikalische Universum und zwingt

es, sich auf eine bestimmte Art zu verhalten. Ich betone es nochmals: Kein Experiment war

fur diese Schlussfolgerung notwendig. Der Geist herrscht Uber die Materie, denn

letztendlich muss sich auch die geistlose Materie der Logik beugen.®
Die Autoren des Werks, dem dieses Zitat entstammt, haben akademische Positionen an
angesehenen wissenschaftlichen Institutionen der USA inne.%
Auch wenn im obigen Zitat untergeht, wie idealisierend der archimedische Zugang zum
Thema Gleichgewicht und Schwerpunkt ist, so ist das gravierendere Problem bei dieser
Art des Abfeierns, das untergeht, wie gehaltvoll Annahmen uUber Symmetrien und
Gleichgewichtsbedingungen sind und dass diese (aus guten Grinden) mit sehr wenigen,
hier nicht einschlagigen Ausnahmen, nicht zur Logik gehdren. Man moéchte den Autoren,
falls die Formulierungen kein reiner Joke sind, zu etwas mehr Noether Lektire raten.*

Trotz der im obigen Zitat herrschenden rauschartigen Begeisterung: Es gibt Probleme mit
den zwei hier benannten Hauptresultaten. Und es wird Zeit, sich diese etwas genauer
anzusehen. Bevor dies aber geschieht, soll festgehalten werden, dass diese Archimedes
Abhandlung trotz alldem einen deutlichen und Uberaus segensreichen Einfluss auf die
Anfange der modernen Naturwissenschaften hatte.

Idealisierung; Zentralisierung der Annahmen in Axiomen und Postulaten; strenge
Ableitung von Satzen: das ist das Leitbild, mit dem Archimedes nicht nur Mathematik
sondern auch Physik betreibt. Und wenn seine Abhandlungen selbst, hie und da, diesem

94 Reviel Netz & William Noel: Der Kodex des Archimedes. Miinchen. dtv 2010. S. 149. Anmerkung: Der Unsinn des
obigen Zitats wird nicht dadurch gemildert, dass nur wenige Abschnitte spéter die ,,Materie iiber Geist Magie* zum
Thema wird (a.a.O. S. 150ff).

95 Gut, viele werden jetzt einfach sagen: Ich wusste schon immer, dass die auf der anderen Seite des Atlantiks das
bessere Dope haben, aber ich finde es doch verwunderlich, dass man solche etwas verriickt wirkenden AuBerungen
von Archimedes-Spezialisten zu lesen bekommt.

96 Falls die Arbeiten von Noether in Stanford oder Baltimore nicht verfiigbar sind: Selbst der Klassiker von E. Mach:
Die Mechanik in ihrer Entwicklung (speziell das Kap. Entwicklung der Prinzipien der Statik) kann kliiger machen.
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Ideal nicht ganz gentigen, dann berthrt dies nicht die Frage der ideengeschichtlichen
Bedeutung seiner Arbeiten fur die moderne Physik.

Inzwischen hatte dieses Wort Mechanik bei Archimedes schon eine Bedeutungswandlung

erfahren, die sich als historisch auf3erst wichtig ausweisen sollte. Archimedes idealisiert

namlich den Hebel zu einer mathematischen Linie, an der ebenfalls idealisierte Gewichte

hangen, beweist das Hebelgesetz [gemeint ist Satz 3.1; NF] auf axiomatischer Grundlage

und benutzt das so gewonnene unstoffliche Werkzeug zur Ableitung mathematischer

Satze.”’
Just beim Beweis des Hebelgesetzes gibt es jedoch Probleme. Um diese besser einord-
nen zu kénnen, sollen die von Archimedes den Beweisen vorangestellten 7 Postulate

vorgestellt werden.

7 Postulate
Archimedes benennt folgende, in den nachfolgenden Beweisen vorausgesetzte Postulate:
1. Gleiche Gewichte in gleichen Abstanden sind im Gleichgewicht und gleiche Gewichte in
ungleichen Abstanden sind nicht im Gleichgewicht, sondern neigen sich nach dem
Gewichte hin, das den gréReren Abstand hat.
2. Wenn Gewichte in gewissen Abstanden sich im Gleichgewicht halten und es wird zu
einem der Gewichte etwas hinzugefiigt, so sind sie nicht mehr im Gleichgewicht, sondern
neigen sich nach dem Gewichte hin, das man vergroR3ert hat.
3. Nimmt man &hnlich von einem der Gewichte etwas fort so bleiben sie nicht im Gleich-
gewicht, sondern neigen sich nach dem Gewichte hin, von dem nichts fortgenommen ist.
4. Wenn gleiche und ahnliche [d. h. kongruente] ebene Figuren aufeinandergelegt sich
decken, so fallen auch ihre Schwerpunkte aufeinander.
5. In ungleichen aber ahnlichen Figuren sind die Schwerpunkte dhnlich gelegen. Ahnlich
gelegen mit Bezug auf ahnliche Figuren nenne ich Punkte von der Art, dal3 die von ihnen
nach den gleichen Winkeln gezogenen Geraden mit den entsprechenden Seiten gleiche
Winkel bilden.
6. Sind GroRRen in gewissen Abstanden im Gleichgewicht, so sind (andere) ihnen gleiche
GroRRen in denselben Abstanden auch im Gleichgewicht.
7. Ist der Umfang einer Figur konkav in (einer und) derselben Richtung, so muR3 der
Schwerpunkt im Inneren der Figur liegen.%
Drei Dinge sollen zu diesen Postulaten angemerkt werden:
0] Ohne Vorklarung wird der Begriff Schwerpunkt (der damals nicht gerade zum
alltaglichen Wortschatz gehért haben durfte) auf ebene Figuren angewandt.
(i) Die Postulate erwdhnen Gewichte, Figuren und Gréf3en. In welchen Bezie-
hung stehen diese untereinander? Sind Gewichte ein Unterfall von Grél3en? Haben
Figuren eine quantitativ bestimmte Grol3e (Flache?) oder sind Grofen eine
Obermenge zu Figuren? Werden die Begriffe gar aquivok verwendet?
(i)  Es erscheint auf den ersten Blick kaum mdglich, allein aus diesen Pramissen
heraus das Hebelgesetz (Satz 6 und 7 bei Archimedes; hier Satz 3.1) herzuleiten.®
Wie versichert werden kann, bessert sich die Situation bezuglich der Herleitbarkeit des
Hebelgesetzes nicht durchschlagend, wenn man die dem Hebelgesetz vorangestellten
funf Satze zu den Pramissen hinzunimmt.®
Ernst Mach hat wohl als erster darauf hingewiesen, dass es Probleme bei der Herleitung
des Hebelgesetzes durch Archimedes gibt.’®* Czwalina hat verdienstvoller Weise einen
entsprechenden Hinweis in seine Archimedes Ubersetzung aufgenommen.'®> Czwalina

97 Dijksterhuis: Die Mechanisierung des Weltbildes. In: Abhandlungen zur Wissenschaftsgeschichte und
Wissenschaftslehre. Bremen. Carl Schiinemann Verlag 1952. S. 34.

98 Thomas Heath: Archimedes' Werke, (aus dem Englischen von F. Kliem). Berlin. Verlag O. Héring 1914. S. 315.

99 Allerdings sind die Folgerungen, die sich aus Postulat 5 - bei einem extrem geweiteten Begriff von Figur - ergeben
konnen, schwer abzuschétzen. Und Archimedes benutzt gelegentlich solche Begriffsweitungen.

100 Dass dies iiberhaupt ein erwdhnenswerter Punkt ist, hat damit zu tun, dass beim Beweis dieser Satze auch auf
Voraussetzungen jenseits der 7 Postulate (auf anderen Orts bewiesene Sétze) zuriickgegriffen wird. Vgl. hierzu
Thomas Heath: Archimedes' Werke, (aus dem Englischen von F. Kliem). Berlin. Verlag O. Haring 1914. S. 317.

101 Vgl. Ernst Mach: Die Mechanik in ihrer Entwicklung. Frankfurt. Minerva 1982. S. 14ff.
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nennt den Beweis zu Satz 6 zu recht trugschlissig. Unter den benannten Voraus-
setzungen allein funktioniert der Beweis nicht!**

Die an modernen Formalisierungen orientierten Untersuchungen, die Gericke zu den Pro-
blemen des Beweises vorgelegt hat, lassen die Hoffnung, dass sich dieser Archimedes
Beweis ohne Verstarkung der Pramissen sanieren lasst, schwinden.** Leider ist es jedoch
unwahrscheinlich, dass sich ein allseits als angemessen akzeptierter formaler Zugang zu
den Problemen des Hebelgesetzbeweises finden lasst. Allein deswegen werden wohl die
Diskussionen zur Frage, wie die Probleme rund um diesen Beweis zu bewerten sind bzw.
wie man mit ihnen umgehen soll, nicht so schnell enden. Dementsprechend wird bis heute
die Frage, welche zusétzlichen Pramissen zur SchlielBung der Beweisliicke geeignet sind
ohne dabei mit den archimedischen Absichten zu kollidieren, kontrovers diskutiert.**

Wurde also das Jahrtausend-Genie hier bei einem richtig knackigen Fehler erwischt?%

Es ist natirlich méglich, dass Archimedes, als er diese Abhandlung verfasste, einfach
nicht gut drauf war und dieses Chaos in einigen weniger lichten Momenten verursacht hat.
Es ist aber auch sehr gut méglich, dass Archimedes sich an einer hochabstrakten Theorie
versucht hat, um das Konzept Gleichgewicht mdglichst umfassend von seiner engen
Anbindung an Gewicht zu befreien.*®” Dass er die Prasentation dieses Konzepts auf zwei
Abhandlungen verteilt hat, von denen eine (mit nun fehlenden Postulaten und begrifflichen
Klarungen?) verloren ging und dann zusatzlich Kopisten bei der Uberlieferung der
erhaltenen Abhandlung die hoch abstrakten Uberlegungen in Richtung ihnen leichter
zuganglicher Gedanken verféalscht haben. Und dass sich so die heute etwas unbe-
friedigende Situation ergeben hat, ohne dass Archimedes nennenswert an der Produktion
dieser Probleme beteiligt war. Eine dieser beiden Varianten entschieden zu behaupten,
ware extrem spekulativ. Und naturlich gibt es zudem reichlich weitere, mégliche Varianten.

Ein misslungener Beweis: Was nun?

Wie soll man mit dem Problem des misslungenen Beweises umgehen? Eine Sanierung
des Beweises — unter den gegebenen Pramissen/Postulaten — springt nicht ins Auge.

Aumann behandelt, mit Verweis auf den Trugschluss im Beweis, das Hebelgesetz (Satz
3.1) der Einfachheit halber als Postulat und nicht als Satz.'®® Wenn es nur um saubere
Beweise geht, ein einwandfreies Vorgehen. Dann entfallen die Probleme, die es mit dem
Beweis des Hebelgesetzes gab. Und man hat immer noch eine schén pragnante, ideali-
sierende Formulierung der mathematisierten Physik, die einen guten Zugang zu vielen
Themen verschafft. Die Schrodinger-Gleichung ist schlieRlich auch nicht herleitbar und
das hat bisher niemand (der bei Verstand war) als diskreditierenden Makel gesehen.

102 vgl. Archimedes: Uber Spiralen. Kugel und Zylinder [u.a.]. Frankfurt am Main: Verlag Harri Deutsch 1996.
FuBnote 2 S. 205f. Hinweis: Warum Czwalina, hier einzig auf die Vertraglichkeit alternativer Hebelgesetze mit den
Sétzen 1 bis 5 abhebt und nicht auch die Vertraglichkeit mit den 7 Postulaten einbezieht, bleibt unklar.

103 Im Beweis zu Satz 6 wird unbewiesen vorausgesetzt, dass man mehrere, unterschiedlich platzierte ,,GroRen* in
ihrem Schwerpunkt konzentrieren kann, ohne dass dies Einfluss auf Gleichgewichtslagen hat. Dies ist eine
Annahme, die Archimedes weder durch die 7 Postulate noch durch vorher bewiesene Séitze gesichert hatte.

104 Helmuth Gericke: Uber das Hebelgesetz des Archimedes. Mathem.-Physikal. Semesterberichte 8, 1962. S. 215ff.

105 Lesenswert: Walter Stein: Der Begriff des Schwerpunkts bei Archimedes in Oskar Becker (Hrsg.): Zur Geschichte
der griechischen Mathematik. Darmstadt. WBG 1965. S. 76ff. Vorsicht: Wenn manchmal der Eindruck erweckt
wird, als sei mit diesem Aufsatz die Kritik an der Schliissigkeit des archimedischen Beweises als unberechtigt
erwiesen, dann ist das falsch. Allein auf der Grundlage der benannten Pramissen funktioniert der Beweis nicht.

106 Selbst antike Meisterwerke sind nicht vor Fehlern gefeit. Auch Euklids Elemente enthalten Scheinbeweise.

107 Spekulation: Archimedes konnte eine abstrakte Gleichgewichtslehre fiir GroRen ohne messbares Gewicht entworfen
haben. Quasi ein Gegenstiick zur von Eudoxos geschaffenen abstrakten Proportionenlehre fiir Groflen ohne
gemeinsames Mals. Und so, wie man in der Proportionenlehre natiirlich auch GroRen mit gemeinsamem Mals
behandeln kann, so konnte man in einer solchen Gleichgewichtslehre auch GroRen mit messbarem Gewicht
behandeln. Was uns tiberliefert wurde wéren dann verstiimmelte Bruchstiicke einer solchen abstrakten
Gleichgewichtslehre. Es ist nicht zu bestreiten: Dieser Gedanke ist sehr spekulativ, aber so sortiert sich vieles.

108 Vgl.: Giinter Aumann: Archimedes. Darmstadt. WBG 2013. S. 68.
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Archimedes ware damit aber kaum gliicklich gewesen. Das Hebelgesetz hat ihn namlich
zumindest auch, wenn nicht sogar vorrangig, als Teil einer Erweiterung der
geometrischen Beweistechnik interessiert. Man sieht das sehr schén in seiner
Abhandlung Quadratur der Parabel (erster Beweis). Hier werden Vergleiche verschiedener
Figuren mittels Hebelgesetz vorgenommen. Und das immer wieder, um so, in einem sich
Uber viele Satze hinziehenden Beweisgang, zu zeigen, dass die Flache eines Parabelseg-
ments 4/3 der Flache eines (ganz bestimmten) einbeschriebenen Dreiecks betragt.'®

Und natirlich wéare es Archimedes sofort klar, dass ein solcher Beweis weniger Eindruck
machen wirde, wenn er das Hebelgesetz als Postulat voranstellen muisste, statt es
elegant herzuleiten. Es kommt eben nicht nur darauf an, was man beweist, sondern auch,
woraus man beweist.*°

Es ist schwer zu beurteilen, ob Archimedes einen (uns nicht tberlieferten) echten Beweis
zum Hebelgesetz besalR. Das, was uns als Beweis uberliefert wurde, funktioniert, unter
den Uberlieferten Voraussetzungen, jedenfalls nicht. Aber das kann das Ergebnis
vielfaltiger Verstimmelungen beim Kopieren des Textes sein. Und dann gibt es ja auch
noch komplette Textverluste.

Ob Archimedes nun uber einen voll befriedigenden Beweis zum Hebelgesetz verfligte
oder nicht, jedenfalls glaubte er dies. Und flur die Frage der ideengeschichtlichen Wirkung
spielt die Frage, ob sein Beweis nur ein Scheinbeweis war, sowieso kaum eine Rolle. Und
auch fur diese Einfuhrung zu Archimedes und die damit einhergehenden bescheidenen
Versuche, den inneren Zusammenhangen zwischen seinen diversen Abhandlungen nach-
zuspuren, soll dieser Punkt flrderhin keine grol3e Rolle mehr spielen.

Kommen wir zum Punkt, welche Optionen hinsichtlich Beweistechnik sich Archimedes
durch seine Postulate wie Satze zu Schwerpunkt und Hebelgesetz erdffnet. Was
Archimedes aus Uber das Gleichgewicht ebener Fldachen I beziglich neuer Beweistechnik
mitnehmen konnte/wollte, l&sst sich so charakterisieren:

(i) Figuren haben einen Schwerpunkt und dessen Lage ist bei Bedarf durch einen
entsprechenden Beweis zu klaren;

(i) Wenn die Schwerpunkte von zwei oder mehr Figuren auf einer geraden Linie
liegen, bilden diese ein System;

(i) Ein solches System besitzt einen zugehorigen Schwerpunkt und zwar einen, der
auf der einschlagigen, geraden Linie liegt;

(iv) Dieser geraden Linie kann (analog zu einer klassischen Balkenwaage) ein
Stltz- oder auch Drehpunkt zugeordnet werden;

(v) Fallt der Schwerpunkt des Systems mit dem Stitz- oder auch Drehpunkt
zusammen, so herrscht Gleichgewicht;

(vi) ansonsten herrscht ein Ungleichgewicht; eins mit einem Ubergewicht auf jener
Seite des Stitz- oder Drehpunkts, auf dem der Schwerpunkt des Systems liegt;

(vii)) Wo der Schwerpunkt eines Systems liegt (und damit: ob Gleichgewicht oder
Ungleichgewicht herrscht), kann entweder durch Beweis geklart werden oder als
Annahme genutzt werden, um daraus Eigenschaften der Figuren eines solchen (im
Gleichgewicht oder Ungleichgewicht befindlichen) Systems zu erschliel3en;

(viii) Figuren kénnen bei der geometrischen Verwendung des Hebelgesetztes (in
gewisser Weise analog zum Wiegen von Gewichten mittels Balkenwaage)
.verglichen* werden. Man kann die Ergebnisse allerdings nicht einfach ablesen,
man muss sie beweisen.

109 Sicherheitshalber (?) schickt Archimedes im Anschluss noch einen zweiten Beweis hinterher, und zwar einen ohne
Verwendung von Schwerpunkten und Hebelgesetz.

110 Archimedes weist im Anschreiben an Dositheos zur Quadratur der Parabel selbst deutlich auf diese
Zusammenhénge hin: Wer in seinen Beweisen Mittel verwendet, die nicht ordentlich hergeleitet, sondern nur ad
hoc eingefiihrt wurden, kann, so Archimedes, nicht beanspruchen, dass seine so erzielten Resultate als echte
Ldsung der Probleme anerkannt werden.
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Diese neue Beweistechnik wurde bei der Quadratur der Parabel, einem klassisch geome-
trischen Problem, prominent eingesetzt. In Quadratur der Parabel wird zudem noch er-
ganzend eingefuhrt, dass man Figuren an eine zum Vergleich benutzte (Balkenwaagen-)
Linie auch ,anhangen” kann und dies sogar mit mehr als einem Einhangepunkt pro Figur.

So wollte sich Archimedes eine weitere, maoglichst breit anwendbare, leistungsfahige
Methode zum GréBenvergleich von Figuren verschaffen.

Das Ganze wirkt so, als wollte sich Archimedes nicht damit zufrieden geben, das
gegeneinander Auswiegen von ausgeschnittenen Figuren mittels Balkenwaage als Inspira-
tionsquelle fir Satze zu benutzen''!, sondern als wollte er zusatzlich, ausgehend von
dieser Erfahrung, mittels entsprechender Idealisierung und unter Wahrung der Strenge der
Argumentation, eine verlassliche Beweistechnik entwickeln.

Schwerpunkte von Entitdten ohne messbares Gewicht

Aber macht es bei Entitdten ohne Masse und messbares Gewicht, wie es die Figuren der
Geometrie nun einmal sind, Uberhaupt Sinn von Schwerpunkten zu reden?

Nicht, wenn man die durch die Physik gepragte Bedeutung zu Grunde legt. Es gibt zwar
moderne, rein geometrische Definitionen von Schwerpunkt, die jedoch bei Archimedes
allerhéchstens in Form einer sehr sehr dunklen Vorahnung im Bereich Inspiration eine
Rolle gespielt haben durften (und selbst dies ware Uberraschend).

Es spricht einiges daflr, dass er sich zur Charakterisierung von Gleichgewicht und
Schwerpunkt fir masselose, gewichtsfreie Entitdten an Eudoxos und dessen Propor-
tionenlehre orientiert hat. Eudoxos hat seine Begriffe Gré3e und Grol3enverhéltnis durch
Angabe einiger vorausgesetzter Beziehungen implizit charakterisiert. Eine explizite Defini-
tion ist in der Mathematik nicht zwingend erforderlich. Implizite Charakterisierungen
konnen zur Entwicklung einer Theorie mit einschlagigen Satzen und strengen Beweisen
ausreichen. Eudoxos hat das vorgefiihrt. Und Archimedes kannte seinen Eudoxos. Davon
kann man beruhigt ausgehen. Und Archimedes durften noch die Originalarbeiten von
Eudoxos vorgelegen haben. Er war sicherlich nicht auf die Zusammenfassung der
Proportionenlehre in Buch V von Euklids Elementen als einzige Quelle angewiesen.

Es lasst sich vermuten, dass Archimedes bereits erste Elemente einer impliziten Charak-
terisierung von Schwerpunkt in der verschollenen Abhandlung Uber Hebel vorgenommen
hat.**? Und es gehorte nicht gerade zu seinen festen Angewohnheiten, so etwas spater bei
jeder sich bietenden Gelegenheit zu wiederholen. Im Gegenteil, Archimedes geht mit
solchen Wiederholungen recht sparsam um.

Die 7 Postulate aus der uns uberlieferten Abhandlung kénnen also gut als Erganzung zu
dem bereits in Uber Hebel Mitgeteiltem gemeint gewesen sein.

Allerdings: Wenn nicht noch ein Palimpsest auftaucht, das die diesbezuglichen Fragen
klart, fehlt es einfach an Wissen dazu. Derzeit sind hierzu nur Spekulationen moglich.**
Wobei dieses Papier hier in dem Punkt ja nicht besonders scheu oder zuriickhaltend ist.

Hebel und Seilzug

Auch wenn bei Archimedes andere Interessen im Vordergrund standen, er hat natirlich
die praktische Nutzbarkeit des Hebelgesetzes nicht bersehen: Wenn ein kleines Gewicht
bei entsprechender Hebelarmlange ein deutlich gro3eres Gewicht heben kann, dann kann
man auch mit langem Hebel (bei gegebener Kraft) deutlich schwerere Gewichte bewegen,
als mit kurzem Hebel. Arbeit = Kraft-Weg . So die moderne Sicht auf die Vorteile eines
Hebels. Wenn man nur wenig Kraft einsetzen kann oder will, dann reicht es, die kleine
Kraft Gber einen entsprechend langeren Weg wirken zu lassen, um die gleiche Arbeit zu
verrichten, die man mit gro3er Kraft Gber einen kirzeren Weg zu verrichten vermag.

111 Siehe die Bemerkungen zu Plausibilitdtstests beim Thema Fldche der Spirale auf S. 22.
112 Vgl. hierzu auch die Anmerkung in der Heath Ubersetzung von On The Equilibrium of Planes I, Prop. 4.
113 Diese Spekulationen hier gehen noch deutlich iiber die Spekulationen von Walter Stein (vgl. Fn 105) hinaus.
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Ohne viel dariiber nachzudenken, nutzen wir die Vorteile von Hebeln bestandig im Alltag.

Nach dem gleichen Grundmuster wie der Hebel funktioniert auch der Seilzug: Kleine Kraft
die Uber lange Wege wirkt, kann das gleiche bewirken wie groRe Kraft, die Uber kurze
Wege wirkt.

Hat das Jahrtausend-Genie im Vortubergehen auch noch

den Seilzug erfunden? Eine gern erzahlte Geschichte
lasst diesen Verdacht aufkommen.

Als das Schiff Syrakosia, ein technisches Wunder,
ausgeristet mit dem raffiniertesten Luxus, das Konig Hieron
als Geschenk fiir den agyptischen Konig ProLemaios hatte
bauen lassen, ins Wasser gelassen werden sollte, gelang
dies nicht, bis man Arcrimepes herbeiholte. Dieser entwarf
einen Apparat, den ein einziger Mann ganz allein bedienen
konnte. Der Kdnig selbst liess das Schiff zu Wasser und
rief aus: «Von diesem Tage an soll man ArcHiMEDES Wenn er
etwas sagt, in allem glauben.» Bei einer ahnlichen
Gelegenheit soll Arcrivepes die gefliigelten Worte
gesprochen haben: «Gebt mir einen Platz wo ich stehen

kann, und ich werde die Erde bewegen.»'**

Schaubild 17: Gebt mir einen
Platz wo ich stehen kann, und ich
werde die Erde bewegen.

Es gibt viele gute Grinde, ein Uberragendes Genie wie Archimedes zu ehren, die
Anordnung naiver Glaubigkeit ist jedoch kein guter Einfall.

Kurzes Resiimee

Die Abhandlung Uber das Gleichgewicht ebener Flachen verfehlt das sonst bei
Archimedes Ubliche Qualitatsniveau, namentlich ist der Beweis zum Hebelgesetz
nur ein Scheinbeweis.

Dieser wie andere Mangel resultieren unter Umstédnden aus Problemen bei der
Uberlieferung.

Das offensichtliche Hauptziel von Archimedes war es, mittels des Konzepts des
Schwerpunkts und durch Anwendung des Hebelgesetzes eine neue Methode zum
Grolenvergleich von Figuren zu schaffen, indem er eine spezielle Form des
~=abstrakten Wiegens" einfuhrte.

Archimedes hat die praktischen Anwendungsmdglichkeiten des Hebelgesetzes
nicht tbersehen und vielleicht sogar den Seilzug erfunden.

Die ideengeschichtliche Wirkung entfaltete sich insbesondere in Renaissance sowie
Neuzeit und wurde durch die Schwachen des Textes kaum beeintrachtigt.**

Die ideengeschichtliche Hauptwirkung der Abhandlung betrifft vor allem die Physik,
insbesondere die Mechanik. Die Arbeit wurde als gutes Beispiel fir mathematisierte
Naturwissenschaft aufgefasst. Das Konzept des Schwerpunktes wurde genauso
aufgegriffen wie die in der Abhandlung praktizierte Fokussierung auf Gleichge-
wichtsbedingungen oder die dort gangige Nutzung von Symmetrietiberlegungen.

Es lasst sich spekulieren, dass Archimedes eine abstrakte Gleichgewichtslehre fur
GroélRen ohne messbares Gewicht entworfen hat, ein Gegenstiick zur von Eudoxos
geschaffenen abstrakten Proportionenlehre fur Gro3en ohne gemeinsames Malfs.
Unabhangig davon wie weit die Ambitionen des Archimedes gingen: Er war vom
Erfolg seiner Bemihungen Uberzeugt und hat die neue Methode des GroR3en-
vergleichs in der Abhandlung Quadratur der Parabel ohne Vorbehalte und mit dem
Anspruch beweiskréftig eingesetzt. Das ist ein deutlicher Unterschied zu den
Herleitungen mittels mechanischer Methode in seiner Methodenlehre, bei denen er
zusatzlich von ihm selbst fir problematisch erachtete Schlussweisen benutzt.

114 van der Waerden: Erwachende Wissenschaft. Basel, Stuttgart. Birkhduser Verlag 1956. S. 346.
115 Im Altertum war es vor allem Heron, der die Resultate dieser Abhandlung fiir die antike Mechanik nutzbar machte.
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4. Schwimmende Koérper & Heureka

Wenn wir ein im 20. Jahrhundert erschienenes Physiklehrbuch, so z.B.
ein Oberschullehrbuch, betrachten, dessen Gegenstand nicht Physik-
geschichte, sondern eine Darstellung heute noch giiltiger physikalischer
Erkenntnisse ist, dann stol3en wir auf ArcHiveEDES als den ersten antiken
Gelehrten, der hierzu beigetragen hat. Das éalteste physikalische Gesetz,
das bis zum heutigen Tag in seiner urspringlichen Form giiltig ist, ist das
archimedische Prinzip Uber den Auftrieb, den Korper in Flussigkeiten
erfahren.

Kéroly Simonyi’

Wenn man mit modernen Augen auf das Werk von Archimedes schaut und dabei
zwischen Beitrdgen zu den mathematisierten Naturwissenschaften und zur Mathematik
unterscheidet, dann sind seine Beitrage zur Hydrostatik seine innovativsten Leistungen im
Bereich physikalischer Gesetze. Das Hebelgesetz war bereits vor Archimedes bekannt
und auch wenn sein Konzept des Schwerpunkts vielleicht insgesamt folgen- und segens-
reicher war, es ist eben kein Gesetz.

Wie bereits beim Hebelgesetz begniigt sich Archimedes auch hier nicht damit erkannte
Gesetze in einer idealisierten Form streng mathematisch zu formulieren. Er will die
Gesetze der Hydrostatik nicht einfach nur benennen, sondern es ist sein Anspruch sie als
Satze zu beweisen. Archimedes verfolgt diesmal keine Nebenziele, wie die Etablierung
einer neuen Beweistechnik. Aus moderner Sicht steht Uber schwimmende Kérper
deswegen viel eindeutiger auf der Seite mathematisierte Naturwissenschaft als dies bei
Uber das Gleichgewicht ebener Fldchen der Fall ist.

Es ist also nicht verwunderlich, wenn speziell diese Archimedes Abhandlung im Bereich
Geschichte der Naturwissenschaften Uber ein besonderes Ansehen verflgt. Unter
Nutzung des Konzepts des spezifischen Gewichts,*** formuliert und beweist Archimedes —
rund um das nach ihm benannte archimedische Prinzip — eine Vielzahl von Resultaten.

Die Abhandlung Uber schwimmende Kérper zerfallt in zwei Biicher. Die allgemeinen
Resultate sind alle in Buch 1 versammelt. Das hier nicht naher betrachtete Buch 2
beschaftigt sich ausschlieBlich mit dem Verhalten und der Lage von Paraboloid-
Segmenten in Flussigkeiten. Dieses Papier bleibt seiner Gewohnheit treu und greift nur
zwei Hauptresultate aus der Vielzahl der von Archimedes angebotenen Satze heraus.

Zwei Hauptresultate

Archimedes bemiht sich auch in dieser Abhandlung um Strenge und Genauigkeit:

Von der hohen Préazision zeugt die — theoretisch richtige, in der Praxis durchaus vernach-

lassigbare — Voraussetzung, daf3 jede Oberflache einer Flissigkeit einen Ausschnitt einer

Kugeloberflache bildet, deren Zentrum mit dem Erdzentrum zusammenfallt (...).**’
Beginnend mit Korpern, die das gleiche spezifische Gewicht wie die Flussigkeit haben
(und deswegen beim Eintauchen in die Flussigkeit weder aus der Flissigkeit herausragen
noch untergehen), untersucht Archimedes im Buch 1 die verschiedenen mdglichen Falle.
Er argumentiert dabei so physikalisch wie in keiner anderen Abhandlung. Im Zentrum
seiner Argumentation fur die behaupteten Satze steht dabei meist, dass, wenn es anders
ware (als im Satz behauptet), unnattrliche Druckunterschiede entstiinden, die das Gleich-
gewicht des Systems stéren wirden und dabei zugleich das System in Richtung eines
Gleichgewichts treiben wirden. Wo in den verschiedenen Fallen jeweils ein stabiles
Gleichgewicht liegt, ist das Hauptthema der von Archimedes im Buch 1 bewiesenen Satze.

* K. Simonyi: Kulturgeschichte der Physik. Frankfurt. Verlag Harri Deutsch 2001. S. 88.

116 Auf die Frage, ob das Konzept des spezifischen Gewichts auf Archimedes zuriickgeht, oder, ob er dieses bereits
vorgefunden hat, vermag dieses Papier keine Antwort zu geben.

117 Alfred Stiickelberger: Einfiihrung in die antiken Naturwissenschaften. Darmstadt. WBG 1988. S. 99.
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Der Abhandlung, der wieder einmal der Vorspann mit Grufl3 an den Adressaten und der
Einordnung des Inhalts fehlt, werden keine Definitionen oder sonstigen Klarungen voran-
gestellt. Schwer zu bemessen, was im Prozess der Uberlieferungen verloren ging.
Fur spezifisches Gewicht benutzt Archimedes Umschreibungen, die er gerne aber auch
mal etwas missverstandlich abkdirzt.
Ein Beispiel fur Umschreibung
.Korper. die bei gleichem Raum gleiches Gewicht mit einer Flissigkeit haben” (aus Satz 3)
Ein Beispiel fur eine missversténdlich abgektirzte Umschreibung:
.Ein Korper, der leichter als eine Flussigkeit ist, (aus Satz 4)*'®
Die Abhandlung enthélt im hier einschlagigen Buch 1 zwei Postulate.
Das erste wird zu Beginn den Satzen vorangestellt:
Es werde vorausgesetzt, dafd eine Fliissigkeit die Eigenschaft habe, dal3, wenn ihre Teile
gleichmagig liegen'® und zusammenhangen, der weniger gedriickte Teil von dem stérker
gedrtickten fortgetrieben wird; und dal jeder ihrer Teile von der dartiberliegenden
Flussigkeit in senkrechter Richtung gedriickt wird, wenn die Flussigkeit nicht in etwas
eingeschlossen und von etwas anderem zusammengedrtickt wird.*?

Das zweite Postulat steht — als Einschub — unmittelbar vor Satz 8 (Buch 1):
Es werde vorausgesetzt, dal’ Korper, die in einer Flissigkeit aufwarts getrieben werden,
langs der Senkrechten [zur Oberflache] aufwarts getrieben werden, die durch ihren
Schwerpunkt geht.*?*
Beide Postulate haben einen eindeutigen physikalischen Gehalt! Zudem wird im zweiten
Postulat das Konzept des Schwerpunkts auf reale dreidimensionale Objekte angewandt.
Archimedes kennt Schwerpunkte also keineswegs nur bei zweidimensionalen, idealen
Figuren aus der Geometrie. Die hier vorgenommene Verwendung von Schwerpunkt ent-
spricht dem Sprachgebrauch der modernen Physik.
Kommen wir nun zu den zwei Hauptresultaten:
4.1 Ein Kdrper taucht in eine spezifisch schwerere Flissigkeit so weit ein, daf}
die von ihm verdréngte Flissigkeitsmenge so schwer ist wie der ganze Korper.

4.2  Ein Korper, der spezifisch schwerer ist als die Flissigkeit, sinkt in dieser bis
zum Grunde hinab und wird in der Flussigkeit um so viel leichter, wie die von ihm
verdrangte Fllssigkeitsmenge wiegt.

Dass diese beiden Resultate mit dieser Genauigkeit in den Formulierungen von
Archimedes bereits vor Gber 2.000 Jahren gewonnen wurden, ist wirklich beeindruckend.
Die Formulierung der Hauptresultate wurde hier wortwdrtlich von der Czwalina
Ubersetzung bernommen.'?? Das sind Formulierungen, die kann man bis heute in einer
Prufung verwenden, ohne einen Punktabzug wegen mangelnder Genauigkeit furchten zu
mussen.

Auch wenn man es heute fur gewohnlich im Detail leicht anders formuliert, es ist der
Gehalt der beiden obigen Hauptresultate, der bis heute zur Einfihrung in die Hydrostatik
dient: das archimedische Prinzip. Und das hat Archimedes als Satz 5 und Satz 7 von
Buch 1 seiner Abhandlung Uber schwimmende Kérper bewiesen.

Die moderne Entwicklung des Verstandnisses des Themas Druck in Fliissigkeiten, bis hin
zum pascalschen Gesetz, erfolgte auf der Grundlage der Rezeption der archimedischen
Hydrostatik durch Stevin und Huygens.*?®

118 Beide Ubersetzungen nach Thomas Heath: Archimedes' Werke, (aus dem Englischen von F. Kliem). Berlin. Verlag
O. Héring 1914. S. 372f.

119 Sprich: Gleichen Abstand zum Erdmittelpunkt haben.

120 Thomas Heath: Archimedes' Werke, (aus dem Englischen von F. Kliem). Berlin. Verlag O. Haring 1914. S. 371.

121 Thomas Heath: Archimedes' Werke, (aus dem Englischen von F. Kliem). Berlin. Verlag O. Héaring 1914. S. 377.

122 Vgl.: Archimedes: Uber Spiralen. Kugel und Zylinder [u.a.]. Frankfurt am Main: Verlag Harri Deutsch 1996. S.
290ff.

123 Vgl. Dijksterhuis: Archimedes und seine Bedeutung fiir die Geschichte der Wissenschaft. In: Abhandlungen zur
Wissenschaftsgeschichte und Wissenschaftslehre. Bremen. Carl Schiinemann Verlag 1952. S. 28ff. Bei Stevin
handelt es sich um den gleichen Simon Stevin, dessen Gedankenexperiment in der Einleitung erwahnt wurde.
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Heureka

Zur Abhandlung Uber schwimmende Kérper gehort der nackt und unter Heureka! Rufen
durch Syrakus rennende Archimedes. Simonyi hat diese Geschichte, samt den zwei sich
anbietenden Versionen zum Bezug der Heureka! Rufe, zusammengefasst:

Durch den bekannten rémischen Architekten Vitruvius ist Uberliefert worden, daf3 Konig
Hiero eine goldene Krone als Weihgabe fur die Gétter habe anfertigen lassen wollen. Er
habe dazu einem Goldschmied den Auftrag erteilt, eine Krone aus purem Gold herzustellen
und ihm die dafir notwendige Menge Gold ausgehandigt. Die fertige Krone habe den Kdnig
dann hinsichtlich ihrer kiinstlerischen Gestaltung auch zufriedengestellt: es ihm aber —
ungeachtet der Ubereinstimmung der Masse der Krone mit der Masse des anvertrauten
Goldes — der Verdacht aufgekommen, daf der Goldschmied einen Teil des Goldes durch
Silber ersetzt habe. ArcHiveDES Sei nun gebeten worden, eine Methode zu finden, mit deren
Hilfe sich feststellen 1&aRt, ob die Krone tatsachlich aus reinem Golde oder aus einer Gold-
Silber-Legierung besteht, ohne die Krone dabei zu beschadigen. ArcHivepes sei gerade mit
diesem Problem beschaftigt gewesen, als er beim Bade in einer Wanne bemerkt habe, daf}
beim Untertauchen Wasser tiber den Wannenrand fliel3t. Durch diese Beobachtung sei er
auf die L6sung des Problems gekommen. Er habe sich dartiber so gefreut, dal er, nackt
und nass wie er war, durch die Stral3en von Syrakus zum Koénig gelaufen sei, unterwegs
das heute zu einem gefliigelten Wort gewordene Heureka, heureka! (Ich habe es
gefunden!) rufend.

Nach Vitruvius ist Arcrivepes wie folgt vorgegangen: Er hat mittels Wagung zunéchst das
Gewicht der Krone bestimmt und dann eine Menge Gold und schlief3lich eine Menge Silber
so bemessen, dal ihre Gewichte mit dem Gewicht der Krone tbereinstimmen. Krone, Gold
und Silber hat er dann in bis zum Rande mit Wasser geflllte Gefal3e getaucht das Volumen
des UberflieRenden Wasser festgestellt (...) . Auf diese Weise sind die Volumina des Gold-
und des Silberklumpens sowie der Krone bestimmt worden. Es ist offensichtlich, daf3 die
von der verdrangte Wassermenge gleich der vom Goldklumpen verdréangten sein muf3,
wenn die Krone aus reinem Golde besteht. Bestiinde die Krone aus reinem Silber, dann
wrde sie eine weit grof3ere Wassermenge verdréangen als eine Krone aus reinem Golde,
da das Silber ein spezifisch leichteres Metall ist als das Gold und deshalb bei gleichem
Gewicht das Volumen des Silberklumpens weit grof3er ist als das des Goldklumpens.
ArcHimeDEs hat festgestellt, daf? die durch die Krone tatsachlich verdrangte Wassermenge
zwischen der vom Goldklumpen und der vom Silberklumpen verdrangten gelegen hat.
Damit konnte nachgewiesen werden, dalR die Krone auch Silber enthielt, und der
Goldschmied war des Betrugs uberfihrt. (...)

Nach anderen Uberlieferungen hat Arcrivepes das Problem unter Verwendung des nach
ihm benannten hydrostatischen Prinzips geldst. Dieses Prinzip, das selbst in einem
Studentenlied abgehandelt wird, finden wir als 16. Proposition in seinem Werk Uber die
schwimmenden Kdrper [Es sind die Propositionen 6 und 7, Buch 1, die hier gemeint sind;
NF] in der folgenden Form: Jeder beliebige Korper, der leichter als das Wasser ist, strebt
beim volligen Eintauchen mit einer Kraft nach oben, die sich aus der Differenz zwischen
dem Gewicht des vom Korper verdrangten Wassers und dem Gewicht des Wassers selbst
ergibt. Ist der Korper jedoch schwerer als das Wasser, dann wird er mit einer Kraft nach
unten gezogen, die sich aus der Differenz des Kdrpergewichts zum Gewichte des von ihm
verdrangten Wassers ergibt.***

Halten wir fest: Archimedes hétte den Goldschmied sowohl nach der von Vitruvius
benannten Methode wie auch unter Nutzung von Satz 7 Buch 1 (hier Satz 4.2) uberfihren
kdénnen.

Kurzes Resiimee

Uber Schwimmende Kérper ist von der Denk- und Argumentationsweise her die am
deutlichsten der Physik zuzuordnende Archimedes Abhandlung.

Sie formuliert die grundlegenden Zusammenhénge der Hydrostatik in einer bis
heute als fehlerfrei geltenden Form.

Sie nimmt vor allem Uber die Rezeption durch Stevin und Huygens Einfluss auf die
moderne Physik.

124 K. Simonyi: Kulturgeschichte der Physik. Frankfurt. Verlag Harri Deutsch 2001. S. 88ff.
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5. Die Quadratur der Parabel

Die Mathematiker der Neuzeit, die Archimedes' Arbeiten wieder auf-
greifen, lesen ihn haufig in einer geanderten [die Strenge
vernachlassigenden; NF] und ,verschwommenen®* Sicht. Cavalieri, um
einen extremen Standpunkt zu markieren, au3erte, dal3 Strenge Sache
der Philosophie und nicht der Mathematik sei. Nichtsdestoweniger galt
bis zu dieser Zeit und auch dartber hinaus fir die geometrisch
ausgerichteten Quadraturverfahren die Archimedische Strenge als
methodisches Vorbild.
Ridiger Thiele’
Nach der Wiederentdeckung der archimedischen Texte im lateinischen Europa in
Renaissance und Neuzeit wollte man, an die Arbeiten Archimedes' anknipfend, neue
Resultate zu krumm begrenzten Figuren und Korpern gewinnen, fand es aber Uber
Gebiihr anstrengend, immer nach strengen Beweisen a la Archimedes suchen zu miissen.
Das hat natirlich auch damit zu tun, dass die doppelten reductio ad absurdum Beweise
meist nur auf Grund eines wirklich guten Einfalls funktionieren. Gerade im Einfallsreichtum
seiner Beweise zeigt Archimedes sein auRergewochnliches mathematisches Talent.*?®> Und
ein solch grolRes Talent ist wahrlich nicht jedem gegeben. Wie kann man bei geringerem
Talent und ohne sich beim Erarbeiten von Beweisen zu sehr quéalen zu missen trotzdem
neue Resultate erzielen? Losung: Man senkt die Anforderungen an die Strenge der
Beweise deutlich ab. So werden von den verschiedensten neuzeitlichen Autoren mehr
oder minder ad hoc neue Prinzipien oder Verfahren in die Mathematik eingefuhrt. Allesamt
mit dem Ziel, die Beweislast soweit zu vereinfachen, dass man sich nicht mehr mit der
Suche nach Ideen fur verwickelte Beweise mit doppelter reductio ad absurdum aufhalten
muss. Der allgemeine Gestus war, wenn man eine gute Naherung oder einen
andersgearteten guten Einfall hat, so dass man sieht (bzw. meint zu sehen), worauf das
alles hinauslauft, dann kann es doch nicht sein, dass das alles wertlos ist, solange man
keine strenge doppelte reductio ad absurdum vorlegen kann. Man musste sich eben nur
noch eine gute Rechtfertigung einfallen lassen, warum man sich die mihseligen Beweise
a la Archimedes sparen kann. Und so wéachst die Anzahl der Abhandlungen, die erklaren,
wie man sich von der Last der griechischen Spitzfindigkeiten befreien kann.

In diesem Umfeld bildete sich, von Newton wie Leibniz auf den Weg gebracht, die frihe
Analysis heraus. Sicherlich ein dramatischer Fortschritt. Aber trotz des Genies von Newton
und Leibniz brauchte es eine lange Entwicklung, eine, die bis ins 19. Jahrhundert hinein
fuhrt, bis man bei der Analysis in puncto Strenge des Beweisens wieder zu Archimedes
aufschlieBen konnte. Heute sind wir tatsachlich soweit, dass man mittels der Analysis
auch ohne das Genie eines Archimedes hochst anspruchsvolle Probleme im Bereich der
Flachen- und Volumenbestimmung l6sen kann, ohne dafir mit Defiziten bei der Strenge
bezahlen zu missen. Aber es hat eben lange gedauert und die ganze Zeit war als
ReferenzgréBBe fur strenges Beweisen die Quadratur der Parabel des Archimedes
bekannt und saf} als ein héchst unangenehmer Stachel im Fleisch der Analysis.

Es ist wahrlich nicht verwunderlich, dass die Bestimmung der Flache eines Parabel-
segments — ohne die Methoden der modernen Integralrechnung, nur mit den Methoden

* Ridiger Thiele: Antike; in: Hans Niels Jahnke (Hrsg): Geschichte der Analysis. Heidelberg, Berlin. Spektrum
Verlag 1999. S. 35.

125 Trotz seines Talents und seiner Kreativitét agierte Archimedes als ein 6konomisch arbeitender Mathematiker und
war — sofern sich die Gelegenheit dazu ergab — durchaus bereit, eine Beweisidee mehrfach (zum Beweis
verschiedener Satze) zu benutzen. Sitze, die mit Hilfe der gleichen Beweisidee bewiesen wurden, fasst Archimedes
gern in einer Abhandlung zusammen. Anders formuliert: Wenn Archimedes auffillt, dass eine Beweisidee, die bei
einem Satz tragt, auch zur Erledigung weiterer Probleme benutzt werden kann, dann erledigt er diese gleich mit.
Aber bei aller Okonomie des Beweisens, geometrisches Beweisen bleibt deutlich anspruchsvoller und erfordert
mehr gute Beweisideen als die mathematische Bearbeitung identischer Probleme im Rahmen der Analysis.
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der antiken Geometrie — fur die Mehrzahl der modernen Archimedes Leser zu den beein-
druckendsten Leistungen des Genies gehort.

Bestimmung der Flache von Parabelsegmenten: Das bedeutet in der Antike, die
Quadratur der Parabelsegmente durchzufiihren. Die Aufgabe fur Archimedes lautete also,
ein Verfahren zu liefern, mit dem sich zu jedem Parabelsegment ein beweisbar flachen-
gleiches Quadrat konstruieren lasst. Die Mdglichkeit zur Konstruktion eines flachen-
gleichen Quadrats galt in der Antike genauso selbstverstandlich als eine vollbefriedigende
Antwort zur GroRe einer Flache, wie es fir uns heute die Charakterisierung einer Flache
als ein Vielfaches eines Standardquadrats (z.B. 3,5 m?) ist.

Die Parabel als Kegelschnitt

Vielleicht verbindet der eine oder andere mit dem Begriff Parabel die Funktionsvorschrift:
f(x)=x2. Der Graph dieser Funktion (in einem ublichen cartesianischen Koordinatensystem)
liefert zwar eine spezielle Parabel, die Funktionsvorschrift f(x)=x? kann aber nicht als
allgemeine Charakterisierung von Parabeln gelten.

In der modernen Geometrie definiert man Parabel

gern mittels Brennpunkt und Leitlinie:

[Moderne Definition; NF] Eine Parabel ist die Menge
aller Punkte einer Ebene, die von einem festen Punkt
(Brennpunkt) F der Ebene und einer festen Geraden der
gleichen Ebene (Leitlinie) 1 gleichen Abstand haben:
FP = PL.*?®
Diese moderne Definition hat viele Vorteile (und
umfasst weit mehr Falle als nur y=x?), ist jedoch nicht ) o
die Definition, mit der Archimedes arbeitete. Schaubild 18: Moderne Definition der

Wenn man bei Archimedes Parabel liest, dann geht es 5:1";(111'1:52 '?lgltflfu];rennp unkt Fund
um eine spezielle Art von Kegelschnitt.*>’ Die Theorie

L l

der Kegelschnitte ist ein wichtiger Teil der antiken
Geometrie, wie Uberhaupt die mathematische Analyse
des Kegels damals ein zentrales Thema war. Die
Satze zu Kegeln, Kegelstimpfen sowie Kegelschnitten
waren ein Uberaus potenter Bestandteil des Werk-
zeugkastens der antiken Geometrie. Wenn man Uber
die Resultate aus Euklids Elementen hinauskommen
wollte, war eine gewisse Fingerfertigkeit beim Umgang
mit den Themen rund um Kegel deutlich von Vorteil.
Erst die analytische Geometrie hat die Bedeutung
einer intensiven Beschéaftigung mit Kegeln reduziert.
Noch fur Galilei (1564 — 1641), Kepler (1571 — 1630)
und Newton (1642 — 1726) war das Studium des
antiken Lehrtextes Konika (Kegelschnitte) von
Apollonios (ca. 265 — 190 v.Chr.) ein wichtiger Tell
ihres akademischen Lektureplans.

Heute ist es zwar selten geworden, bei der Definition der Parabel auf Kegelschnitte
zurtickzugreifen, aber wenn man etwas sucht, findet man noch entsprechende Eintrage:

Schaubild 19: Kegelschnitte

126 Hans-Jochen Bartsch: Taschenbuch mathematischer Formeln. Miinchen, Wien. Carl Hanser Verlag 2001. S. 268.
127 Vgl. auch: Thomas Heath: The Works of Archimedes. Mineola, New York. Dover Publications 2002. S. clxvii f.
Nach Ivo Schneider: Archimedes. Springer Spektrum; 2. Auflage 2016. S. 20, insbesondere Fn 6, fehlt beim
urspriinglichen Archimedes Text das Wort Parabel im Titel und es wurde stattdessen der Ausdruck ,,Schnitt des

rechtwinkligen Kegels“ verwendet. Die Bezeichnung Parabel ist, so Schneider, erst im Rahmen einer frithen
Redigierung des Textes und als Anpassung an die von Apollonios eingefiihrte Terminologie im Titel aufgetaucht.
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[Antike Definition; NF] Schon in der Antike definierte man die Kegelschnitte als Schnitte
einer Ebene E mit einem geraden Kreiskegel.**® Die Schnittfiguren werden Kreis, Ellipse,
Hyperbel und Parabel genannt. (...) verlauft die Ebene parallel zu einer Mantellinie, so
entsteht eine Parabel;'?

Die moderne Definition liefert unbegrenzte Linien, die antike Definition wohlbegrenzte
Flachen; bei der modernen Definition hangt die erhaltene Parabel von der Wahl des
Brennpunktes und der Leitlinie ab, bei der antiken Definition sind der geschnittene Kegel
und die gewahlte Ebene entscheidend.

Trotz all dieser Unterschiede gibt es einen einfachen und direkten Zusammenhang:
Bezeichnet man bei einer antiken Parabel-Figur jenen Teil der begrenzenden Linie, die auf
dem Kegelmantel (und nicht auf der Grundflache) verlauft, als Parabellinie, so ist diese
Parabellinie, aus Sicht der modernen Parabeldefinition, ein Abschnitt einer Parabel.
Sprich: Es existiert ein Brennpunkt F und eine Leitlinie 1, so dass alle Punkte auf einer
solchen Parabellinie den gleichen Abstand zu Brennpunkt und Leitlinie haben. Die
Parabellinie wurde im Schaubild 19 in einem kréaftigem Blau hervorgehoben.

Nach diesen Vorbemerkungen sollte klar sein, dass die Resultate, die Archimedes unter
Bezug auf das antike Verstédndnis von Parabeln gewonnen hat, leicht auf das Problem der
Flachenbestimmung bei Parabeln im modernen Sinne tbertragen lasst.

Zu klaren sind noch die Begriffe Parabelsegment, Grundlinie des Parabelsegments, Hohe
des Parabelsegments sowie Scheitel eines Parabelsegments:

- Ein Parabelsegment ist jene Flache, die durch die Parabellinie und eine Sehne
dieser Parabellinie begrenzt wird. Der Grenzfall, dass die Flache des Parabel-
segments identisch mit der Flache der Parabel ist, ist zulassig.

- Die Sehne, die zur Abgrenzung eines Parabelsegment verwendet wird, heif3t
Grundlinie des Parabelsegments.

- Die maximale, lotrechte'® Strecke von der Parabellinie des Parabelsegments zur
Grundlinie des Parabelsegments ist die Héhe des Parabelsegments.

- Der eindeutig bestimmte Punkt S der Parabellinie, dessen Lot die Hb6he des
Parabelsegments liefert, heil3t Scheitel des Parabelsegments.

Damit sind alle Voraussetzungen gegeben, um das Hauptresultat zur Quadratur der
Parabel formulieren zu kénnen.

Das Hauptresultat

5.1 Die Flache eines Parabelsegments mit
der Grundlinie PQ betragt 4/3 der Flache
des einbeschriebenen Dreiecks SPQ, das
tber der Grundlinie hin zum Scheitel S
errichtet wird. (s. Schaubild 20).**
5.1a [Erganzender Hinweis:] Der Scheitel S
des Parabelsegmements kann konstruktiv
bestimmt werden. S
Ausgehend vom Dreieck SPQ lasst sich — mit : i Tl .
Methoden, die jedem antiken Geometer gelaufig ffha'gb;ld 20: DlebFlafhej/?Zs Flich
waren — ein Quadrat mit 4/3 der Flache dieses dar a‘ebseg;lne'nzs etragt 4 ker ache
Dreiecks konstruieren. Die Quadraturaufgabe gilt es einbeschriebenen Dreiecks SPQ.
damit als gelost.

128 Mit Kegel ist im folgenden stets ein gerader Kreiskegel gemeint.

129 Siegfried Gottwald (Hrsg): Meyers kleine Enzyklopddie Mathematik. Mannheim; Leipzig; Wien; Ziirich. Meyers
Lexikonverlag 1995. S. 317. Kursive Hervorhebung von ,,geraden Kreiskegel“ nicht im Original.

130 lotrecht heif3t hier: parallel zur Symmetrieachse der Parabel (in den Abb. 18/ 19 als gestrichelte Linie eingetragen).

131 Archimedes formuliert das etwas anders und deutlich eleganter, aber das Risiko eines Missverstdndnisses ist bei der
originalen Formulierung deutlich hoher.
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Archimedes benennt in seiner Abhandlung zur Quadratur der Parabel nicht nur diese
Losung des Quadraturproblems, sondern liefert 2 (in Worten zwei) Beweise dafur.
Archimedes beweist das Hauptresultat 5.1 zuerst als Satz 17 und dann noch einmal als
Satz 24. Das ist etwas ungewohnlich, denn schliel3lich gilt ja bereits ein Beweis als voll
ausreichend. Und fur gewdhnlich enthalten die Abhandlungen von Archimedes auch nur
einen Beweis pro Satz.

Der erste Beweis kniipft an die Methoden an, die Archimedes in Uber das Gleichgewicht
ebener Fldachen | entwickelt hatte und ist dementsprechend nicht ganz ohne Probleme.
Der zweite Beweis jedoch kann als ReferenzgréBe fir strenges geometrisches Beweisen
dienen. Hier wird bei der Flachenbestimmung von Parabelsegmenten eine Strenge des
Beweisens praktiziert, die weit Uber dem Niveau der Mehrzahl der mathematischen
Arbeiten aus der Neuzeit steht. Der zweite Beweis ist auch dafir berihmt, dass
Archimedes hier Giberaus geschickt mit einer geometrischen Reihe hantiert.

Dieses Papier begntigt sich mit ein paar Anmerkungen zu den beiden Beweisen.

Anmerkungen zum ersten Beweis

Dieser erste Beweis zur Parabelquadratur ist der einzig Uberlieferte Fall, in dem
Archimedes von der in Uber das Gleichgewicht ebener Fldachen | vorbereiteten
Beweistechnik zum Flachenvergleich innerhalb eines Beweises Gebrauch macht. Es wird
kein Versuch unternommen, einen Einblick in den Gesamtaufbau des ersten Beweises
(mit seinen immerhin 17 Satzen) zu geben. Es soll aber ein Eindruck davon vermittelt
werden, wie Archimedes unter Ruckgriff auf Hebelgesetz und Schwerpunkt Flachen-
vergleiche durchfiihrt. Satz 6, ein einfacher Hilfssatz, bietet sich an, um einen authen-
tischen Einblick in die durch Archimedes erschaffene vollstandig neue Beweistechnik zu
gewahren. Satz 6 samt Beweis sollen hier komplett vorgestellt werden.

Nur noch zwei Vorbemerkungen:

- Wohl um den anschaulichen Zugang zu erleichtern, werden die Gewichtsvergleiche
in sogenannten vertikalen Ebenen durchgefuhrt;

- Wie bereits im Abschnitt 3. Schwerpunkt, Hebel, Gleichgewicht erwahnt, werden
Figuren nun auch an die ,Hebelarme“ angehangt und es ist dabei mehr als ein
Anhangepunkt pro Figur zulassig.

Es folgt Satz 6 samt Beweis:

Satz 6:

Es liege die vorliegende Figur (Fig. 6) in einer vertikalen
Ebene, die Seite der Geraden, auf der der Punkt D liegt, sei

A B _E
c
die untere, die andere die obere. Die Seite BC stelle die F
Halfte eines Wagebalkens dar, so dal3 AB = BC ist. Es werde
das Dreieck in den Punkten B und C aufgehangt gedacht. Auf (3
D

der anderen Seite des Wagebalkens hénge eine andere
Flache Z, und es herrsche in dem so beschriebenen System Fig. 6

Gleichgewicht. Ich behaupte, daR die Flache Z ein Drittel der , .
Flache BDC ist. Schaubild 21: Figur 6 zu Satz 6

Beweis:
Da namlich unserer Voraussetzung nach Gleichgewicht herrscht, so liegt die Gerade AC
horizontal, und die Lote, die auf AC in der Vertikalebene errichtet sind, sind vertikal. Es
werde nun BC in E so geteilt, da? CE = 2EB ist, und es moge EK parallel DB gezogen
werden. KE werde in F halbiert. F ist also der Schwerpunkt des Dreiecks DBC, denn dies
wird in der Mechanik bewiesen.®*? Wenn nun die Aufhangung des Dreiecks BDC in den

132 Dies ist ein etwas verkiirzter Hinweis. Archimedes, ein Meister im Umgang mit den Strahlensétzen, erwartet, dass
der Leser selbsttitig erkennt, dass ein von C ausgehender Strahl, der durch F geht, die Strecke BD halbiert und dass
daraus — ebenfalls nach den Strahlensétzen - folgt, dass F die damit gegebene Seitenhalbierende im Verhéltnis 2:1
teilt und dass damit just an dieser Stelle (bei der 2:1 Teilung der Seitenhalbierenden), wie Archimedes wohl als
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Punkten B und C geldst wird und statt dessen das Dreieck in E aufgehangt wird, so wird
das Dreieck in der bisherigen Lage verharren, da ja der Schwerpunkt F auf dem in E
errichteten Lot liegt. Denn auch dies ist bewiesen worden. Da also soweit nun das Dreieck
DBC die gleiche Lage wie vorher zum Wagebalken hat, so wird es mit Z auch weiterhin im
Gleichgewicht sein. Wenn aber die in A aufgehangte Flache Z und das in E aufgehangte
Gewicht BDC im Gleichgewicht sind, so ist klar, dal3 diese Flachen den Abstédnden vom
Unterstitzungspunkt des Wagebalkens umgekehrt proportional sind (Abh. Gber den

Schwerpunkt I, 88 6 u. 7)** und es ist AB : BE = A BDC : Z. Es ist also AB dreimal so grof3

wie BE und das Dreieck BDC ist dreimal so grol3 wie die Flache Z.

Es ist aber auch klar, dal3 Gleichgewicht herrscht, wenn das Dreieck dreimal so grof3 ist

wie die Flache z.***
Dieser kleine Satz ist einer der Bausteine des ersten Beweises zur Bestimmung der
Flache des Parabelsegments. Archimedes verlasst sich auf die Tragfahigkeit dieses
Beweises. Obwohl man dem Beweis eine mechanische Einfarbung nicht absprechen
kann, gibt es hier seitens Archimedes keine Vorbehalte hinsichtlich der Beweiskraft, wie er
sie in der Methodenlehre hinsichtlich der Herleitungen mittels der dort vorgestellten
mechanischen Methode ausspricht. Nicht alles, was eine mechanische Einfarbung hat, gilt
Archimedes als bloRe Heuristik!**®

Macht sich Archimedes gar keine Sorgen, dass seinem Beweisgang wegen der
mechanischen Einfarbung die Anerkennung verwehrt bleiben kénnte? In der Einleitung zur
an Dositheos gerichteten Abhandlung wird in der Tat die Mdglichkeit angesprochen, dass
seinen Beweisen wegen der verwendeten Voraussetzungen, die volle Anerkennung
verwehrt bleiben konnte. Aber dabei geht es nicht um beflrchtete Einwande zur
Verwendung von Hebelgesetz und Schwerpunkt, sondern um eine in den Beweisen
benutzte Form des Archimedischen Axioms (eine Bezeichnung, die Archimedes dabei

bekannt voraussetzt, der Schnittpunkt einer Seitenhalbierenden mit den anderen Seitenhalbierenden liegt (was sich
iibrigens ebenfalls mittels Strahlensdtzen beweisen ldsst - bei Bedarf: mathepunk erklart im Video wie). Und dieser
Schnittpunkt der Seitenhalbierenden ist der Schwerpunkt des Dreiecks. Letzteres wurde im Satz 14 der Abhandlung
Uber das Gleichgewicht ebener Flichen I (Satz 3.2 dieses Papiers) festgestellt.

Man kann diese Stelle also so interpretieren, dass zum einen Archimedes sich keinen Leser vorzustellen vermag
(oder will), dem diese Zusammenhédnge zwischen dem Satz 14 zum Schwerpunkt von Dreiecken im allgemeinen
und dem hier einschldgigen Dreieck A BDC im besonderen, nicht sofort vor Augen stehen und zum anderen
einfach ein Kopist den heute uniiblichen Titel Mechanik beim Querverweis auf die einschligige Abhandlung Uber
das Gleichgewicht ebener Fldchen benutzt hat.

Ein Querverweis auf die einschldgige Abhandlung unter der Bezeichnung Mechanik kénnte gut durch einen
bewussten Redigierungseingriff eines frithen antiken Kopisten in den Text gekommen sein. Hintergrund: Der
bertihmte antike Ingenieur Heron nahm in seiner Mechanik Bezug auf die archimedischen Beitrage zur Mechanik.
Das konnte durchaus die Idee aufkommen lassen, dass ,,Mechanik“ ein informativerer Titel fiir die einschldgige
Archimedes Abhandlung wiére. Da die Titel von Abhandlungen in der Antike keine geheiligten Gré8en waren, es
kein ISBN System und auch keine Standards zur Titel-Aufnahme in die Nationalbibliothek gab, betrachteten sich
viele Kopisten als autorisiert Abhandlungen mit neuen, alternativen Titeln zu versehen, zumindest wenn sie die
neuen Titel fiir geeigneter oder treffender hielten.

133 Bei ,,Abhandlung iiber den Schwerpunkt I handelt es sich, so die allgemeine Einschdtzung, um einen alternativen
Titel fiir Uber das Gleichgewicht ebener Fléchen I. Und dort, und zwar genau in den Sétzen 6 und 7, wird das hier
einschlagige Hebelgesetz (unter Darbietung eines Scheinbeweises) eingefiihrt. Ein Kopist, der erkannte, dass an der
einschldgigen Beweisstelle das Hebelgesetz in Anspruch genommen wird und der genau wusste, wo es steht, hat
vielleicht einen neuen Querverweis eingefiigt oder einen vorgefundenen, unspezifischeren Querverweis (vielleicht
sogar einen Querverweis auf Mechanik) durch einen préziseren Querverweis ersetzt und dabei einen anderen als
den heute tiblichen Namen fiir die Abhandlung benutzt. Zusammen mit der Deutung aus der Funote oben kann
man so die insgesamt wenig gliickliche Situation, dass in einem Beweis auf ein und dieselbe Abhandlung unter
zwei Bezeichnungen verwiesen wird, ganz undramatisch als Folge von Kopisteneingriffen deuten. Nicht ideal, aber
bei einer tiber Jahrhunderte laufenden Tradierung, an der Kopisten mit unterschiedlichen Mentalitdten, kulturellen
Hintergriinden und Kenntnisstdanden teilnahmen, auch wiederum nicht so extrem, dass nicht vergleichbare
Unebenheiten aus der Uberlieferung anderer antiker Texte bekannt wiren.

134 Archimedes: Werke. Darmstadt. WBG 1983. S.156f

135 Vgl. hierzu: Dijksterhuis: Archimedes und seine Bedeutung fiir die Geschichte der Wissenschaft. In: Abhandlungen
zur Wissenschaftsgeschichte und Wissenschaftslehre. Bremen. Carl Schiinemann Verlag 1952. S. 23.
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aber nicht verwendet). Archimedes verweist (etwas verklausuliert) darauf, dass schon
Eudoxos dieses Prinzip benutzt hat, und dass, wenn man ihm zugesteht, dass seine
Beweise die gleichen Qualitdtsstandards wie die Beweise des Eudoxos erfillen, er an
weiteren Diskussionen dazu nicht interessiert sei.’®*® Auf mogliche Probleme bei der
Anerkennung seiner Beweise wegen der Verwendung des Hebelgesetzes sowie von
Schwerpunkten, kommt Archimedes nicht zu sprechen.

Nach diesem kurzen Schlaglicht auf den ersten Beweis soll das Thema erster Beweis,
soweit es die mathematisch-sachlogischen Fragen betrifft, bereits wieder beendet werden.

Trotzdem bleibt der Satz 6 noch einen Augenblick im Focus. Der kleine Hilfssatz 6, der
hier benutzt wurde, um ein Beispiel fir das Beweisen mittels Hebelgesetz und Schwer-
punkt zu geben, eignet sich namlich auch gut, um auf einen Punkt zu sprechen zu
kommen, der mehr mit der ErschlieBung der Archimedes Texte in den unterschiedlich
gepragten intellektuellen Milieus als mit den Archimedes Texten selbst zu tun hat.

Um die Archimedes Texte zu erschlieBen sind unstrittig philologisches Detailwissen,
mathematikhistorische Kenntnisse und ein gutes Verstandnis der mathematischen Sach-
zusammenhange erforderlich.*® Die Gewichtung, die diese drei Komponenten in den
verschiedenen intellektuellen Milieus erfahren, ist jedoch hochst unterschiedlich.

Obwohl hier bei der Betrachtung der Beweise haufig eine Vogelperspektive gewahlt wird,
favorisiert dieses Papier eindeutig eine starke Betonung des mathematisch-sachlogischen
Zugangs. Die Bedeutung der Archimedes Abhandlungen beruht auf ihrer mathematischen
Brillanz, und um diese zu erschlieRen, muss man bereit sein, in den Kategorien von
Definition, Satz, Beweis zu denken. Die Strenge, in der Archimedes (fir gewdhnlich)
beweist, sorgt dabei auch ganz beilaufig daflr, dass man bei der Beschaftigung mit
Archimedes-Texten jene Annahmen, die sich nicht durch strenge Beweise klaren lassen
(und flr die es auch sonst keine harten Belege gibt), als spekulativ einstuft (und auch so
ausweist). Auch spekulative Hinweise kdnnen, wenn es denn gut lauft, den Zugang zu den
archimedischen Satzen und Beweisgangen erleichtern.

Bei einer starken Betonung des mathematisch-sachlogischen Zugangs (wie hier in diesem
Papier), ist der Umstand, dass im Beweis zu Satz 6 auf eine Abhandlung namens
Mechanik verwiesen wird, keine wirklich groRe Sache.'® Dass antike Abhandlungen zu
verschiedenen Zeiten und/oder in unterschiedlichen Kulturkreisen unter unterschiedlichen
Titeln gefihrt wurden, ist bekannt. Eine kurze Vertiefung in die mathematische Sachlogik

136 Vgl. hierzu: Kurt von Fritz: Grundprobleme der Geschichte der antiken Wissenschaft. Berlin, New York. Walter de
Gruyter 1971. S. 382f.

137 Bereits beim Ubergang von dem Material, das dank der Tradierung durch Kopisten verfiigbar ist (bzw. war!), zu
einem fiir den modernen Leser gut zugénglichen Text wie der Heath Ubersetzung, miissen hunderte von klugen
Entscheidungen getroffen werden, die dabei sowohl philologisches Detailwissen, mathematikhistorische Kenntnisse
und ein mathematisches Verstandnis der sachlogischen Zusammenhéange der von Archimedes erorterten Probleme
erfordern. Und natiirlich ist jede der so erzeugten Ubersetzungen dabei immer auch ein Stiick weit eine
Interpretation, die man nicht immer in jedem Punkt teilen muss. Aber ohne diese Vorleistungen miissten wir uns
mit einem nicht nur ohne Satzzeichen, sondern auch ohne Worttrennung geschriebenen Text im dorischen Dialekt
des Altgriechischen herumschlagen. Zudem enthalten die Quellen nicht nur jede Menge kleiner Nachléssigkeiten,
Fehler und Entstellungen, sondern sind passagenweise kaum bis schlichtweg {iberhaupt nicht lesbar. Daraus einen
mathematisch sinnhaft wirkenden Text zu erzeugen wird weiterhin dadurch erschwert, dass die von Archimedes
verwendete mathematische Notation in puncto Eindeutigkeit deutlich zu wiinschen tibrig lasst. Aus dieser Misere
kommt man nur heraus, wenn man lernt die enthaltenen, hdufig brillanten Skizzen zu deuten. Deswegen wurden die
intensiven Archimedes Leser in Renaissance und Neuzeit — die noch nicht iiber den Komfort einer Heath
Ubersetzung verfiigten — (fast) alle in Richtung eines mathematisch Denkstils geprigt, der die klug gestaltete
Skizze als zentrales Hilfsmittel der Problemanalyse und Problemldsung schétzte.

138 Zumindest gilt in diesem Papier der Scheinbeweis beim Hebelgesetz als eine deutlich groRere Sache. Dem
Unterschied zwischen Beweis und Scheinbeweis eine gewisse Bedeutung beizumessen, kénnte allerdings
mittlerweile eine Minderheitenposition geworden sein. Irritierenderweise {ibergeht selbst eine mathematikhisto-
rische Darstellungen wie Thomas Sonar: 3000 Jahre Analysis (Berlin, Heidelberg. Springer 2011/2016) bei der
Diskussion der Herleitung des Hebelgesetzes durch Archimedes die Sache mit dem Scheinbeweis (a.a.O. S. 71f).
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zeigt, dass man alle an der Beweisstelle erforderlichen Absicherungen mittels der
Strahlensatze bzw. aus Satz 14 der Abhandlung Uber das Gleichgewicht ebener Fldchen |
(hier Satz 3.2) erhalten kann (vgl. die in den Beweis eingebrachten Fufinoten). Einen
starken Grund, eine weitere, bisher unbekannte Archimedes Abhandlung zu unterstellen,
gibt es also zwar nicht, wenn aber jemand diese Stelle (und zwei weitere, &hnlich
gelagerte Vorkommnisse von Mechanik) zum Anlass nehmen will, um nach einer bisher
unbekannten Abhandlung mit dem Titel Mechanik zu suchen, spricht nicht viel dagegen.

Fur Anhéanger eines stark mathematisch-sachlogisch gepréagten Zugangs wirkt es jedoch
etwas sonderbar, wenn in einigen der philologisch gepragten Milieus Uber die Frage, ob
es nun eine solche Abhandlungen gegeben hat, gegeben haben muss und was ihr Inhalt
war und, ob ein solch mdglicher Inhalt (einer bisher nicht aufgefunden Schrift) eine Revi-
sion unseres Archimedes Bildes erforderlich macht, ausgiebig und lange debattiert wird.

Wer jetzt glaubt, diese Schilderungen kénnen sich nur auf einen Volkshochschulkurs zum
Thema Freies Fabulieren flir Fortgeschrittene beziehen, irrt. Solche Debatten gehoéren zur
gelebten Wirklichkeit mancher philologischer Kreise. Beleg: Nach der Aufzéhlung dreier
Stellen mit einem Vorkommnis von Mechanik schreibt Schneider in seinem Buch
Archimedes:

Das sind alle Stellen, an denen ausdrticklich unter Hinweis auf einen Titel auf mechanische

Schriften verwiesen wird. Zwei weitere Stellen, an denen ein solcher Titel erganzt werden

musste [?7?7], beziehen sich ebenfalls auf eine Aussage Uber Schwerpunkte, kénnen aber

im folgenden unberticksichtigt bleiben [??7?]. Die aufgefiihrten Stellen zeigen jedenfalls,

dass es Archimedische Werke mit dem Titel ,Mechanik' bzw. ,Elemente der Mechanik‘ und

,Uber Gleichgewichtslagen‘ gab. Die letztgenannte Schrift steht natirlich in Beziehung mit

den beiden Biichern ,Uber das Gleichgewicht ebener Flachen‘. In der nun ein Jahrhundert

andauernden Diskussion wurden nahezu sdmtliche mdglichen Kombinationsmdglich-

keiten durchgespielt: Die einfachste und weithin akzeptierte Moglichkeit ist, ,Uber das

Gleichgewicht ebener Flachen I als identisch mit oder als Teilstlick der von Archimedes

zitierten ,Mechanik' anzusehen.

Drei von dieser Mdglichkeit abweichende und den Entwicklungsgang der Archimedischen
Untersuchungen beriicksichtigende Thesen sollen hier hervorgehoben werden:**°

Nachfolgend werden von Schneider drei Ansétze vorgestellt, denen es unter Inbezug-
nahme eines nie gefundenen Archimedes Textes vorgeblich gelingt, die archimedischen
Schriften in einen Sinnzusammenhang zu stellen und/oder uns Uber den Inhalt einer
ganzen Reihe weiterer unauffindbarer Schriften zu informieren. Zudem werden solche
bisher unauffindbaren Schriften von einschlagigen Autoren in den Entstehungsprozess der
archimedischen Entdeckungen eingeordnet.'*

Hinweis: Es gibt verschiedene Methoden, seine Zeit zu verbringen. Ein schéne
Fahrradtour hat den Vorteil, dass sie gesund ist und helfen kann, den Kopf von
unsinnigen Gedanken zu befreien.

Den Niedergang der Wissenschaften in Byzanz bringt man gern damit in Verbindung, dass
man dort dazu Ubergegangen war, vorwiegend Kommentare zu Kommentaren zur Inter-
pretation klassischer Texte zu verfassen. Teile der modernen Philologie scheinen sich an
der Wiederholung dieses Vorgehens zu versuchen, allerdings ohne dass dabei Uberhaupt
ein klassischer Text vorliegen muss. Einige wenig fundierte Spekulationen zu mdéglicher-
weise ehemals verfassten klassischen Texten scheinen auszureichen, um das Spiel in
Gang zu bringen.

Kommen wir zum zweiten Beweis.

139 Ivo Schneider: Archimedes. Springer Spektrum; 2. Auflage 2016. S. 27; Hervorhebung in fett und [???] nicht im
Original.
140 Vgl.: Ivo Schneider: Archimedes. Springer Spektrum; 2. Auflage 2016. S. 28ff.
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Anmerkungen zum zweiten Beweis

Wie der erste Beweis, so verfligt auch der zweite Beweis Uber ein Alleinstellungsmerkmal:
Es ist das einzige Mal, dass Archimedes bei einer Integrationsaufgabe mit einer einseiti-
gen Approximation (statt der sonst tblichen geometrischen Schachtelung) arbeitet.**
Weiterhin besonders ist, dass an einer entscheidenden Stelle des Beweisgangs (Satz 23)
— modern gesprochen — mit einer geometrischen Reihe gearbeitet wird.

Das Hauptresultat wird im Satz 24 per doppelter reductio ab absurdum bewiesen. Ohne zu
tief einzusteigen, sollen alle drei Punkte kurz beleuchtet werden.**?

Einseitige Approximation
Die Approximation erfolgt durch Vielecke, die mittels
Dreiecken konstruiert werden. Ausgangspunkt ist dabei
ein Dreieck gemald Schaubild 20. So ein Dreieck SPQ
umfasst bereits mehr als die Halfte des Parabel-
segments. Wie sieht dabei der durch das Dreieck nicht
erfasste  Rest aus? Nicht erfasst werden zwei
Parabelsegmente. Zu diesen beiden Parabelseg-
menten lassen sich die Scheitelpunkte Si; und Si,
bestimmen. Bei gegebenen Scheitelpunkten !gs_sen Schaubild 22: Erste Stufe der
sich in die beiden Parabelsegmente die einschlagigen
Dreiecke eintragen. So ergibt sich die erste Stufe der
Verfeinerung der Approximation (s. Schaubild 22). Als nicht erfasste Restflache verbleiben
jetzt vier Parabelsegmente. Zu jedem dieser vier Parabelsegmente lasst sich ein Scheitel
bestimmen, die man mit Sz1, S22, S23, S24 bezeichnen kann. Mit Hilfe dieser Scheitelpunkte
lassen sich dann erneut einschlagige Dreiecke eintragen. So ergibt sich die zweite Stufe
der Verfeinerung der Approximation. Als nicht erfasste Restflache verbleiben dann 8
Parabelsegmente. Mit denen man wieder nach dem gleichen Schema verfahren werden
kann. Die Anschauung sagt, dass man durch fortgesetzte Anwendung dieses Schemas
die Flache des urspringlichen Parabelsegments mit der Grundlinie PQ beliebig genau
nahern kann. Und die Anschauung sagt auch, dass die bei den verschiedenen Stufen der
Néherung erzeugten Vielecke stets eine kleinere Flache als das zu approximierende
Parabelsegment haben. Und die Anschauung trigt in diesem Fall nicht. Auf die Beweise
hierzu wird verzichtet.
Archimedes erganzt diese Approximation mittels einbeschriebener Vielecke nicht durch
eine Approximation durch umbeschriebene Vielecke (um so zu einer seiner geometrischen
Schachtelungen zu kommen), sondern er beweist eine héchst interessante Eigenschaft
dieser einseitigen Approximation:

Beim Durchlaufen der Verfeinerungsstufen wéachst die Flache der zur Naherung

verwendeten Vielecke entsprechend einer geometrische Reihe.
Die Formulierung geometrische Reihe fallt dabei zwar nicht, dafir ist diese Bezeichnung
zu modern, aber sachlich gesehen geht es genau darum.**®

Verfeinerung der Approximation

141 Hinweis: Dijksterhuis schenkt sich das einseitig und spricht nur von Approximation, wenn er speziell das
archimedische Néaherungsverfahren aus dem zweiten Beweis zur Parabelquadratur meint. Er ist/war zwar ein
iiberaus angesehener Archimedes Experte, aber man kann das trotzdem ungeschickt finden.

142 Obwohl Aumann mit der modernen Definition der Parabel arbeitet, was mathematikhistorisch gesehen nicht ganz
passend scheint und sich zudem beim Aufbau des Beweisgangs wie der gewdhlten Beweistechnik gelegentlich
erheblich von Archimedes entfernt, liefert sein Buch einen guten Einstieg in die genauere ErschlieBung der
geometrischen Zusammenhénge bei der Parabelquadratur. Giinter Aumann: Archimedes. Darmstadt. WBG 2013. S.
47ff. Wer danach noch dichter ans Original will, dem sei die Heath Ubersetzung empfohlen. Thomas Heath: The
Works of Archimedes. Mineola, New York. Dover Publications 2002. S. 233ff.

143 Es ist eine haufig gestellte, nicht beantwortbare Frage, ob Archimedes beim Hantieren mit der geometrischen Reihe
bei der Parabelquadratur die Summenformel fiir unendliche geometrische Reihen (fiir g mit 0<q<1) im Hinterkopf
hatte. Es riecht ein bisschen danach, dass er sie kannte (erraten hatte?), sie aber nicht ausdriicklich benutzen wollte.
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Die geometrische Reihe
In moderner Notation ausgedriickt beweist Archimedes, dass die Flache des zur

k
Approximation verwendeten Vielecks nach der k-ten Verfeinerungsstufe f~Z(1/4)”
n=0

betragt, wobei f die Flache des als Ausgangspunkts verwendeten Dreiecks SPQ ist.

Die Flache der zur Approximation verwendeten Vielecke wachst mit den Verfeinerungs-
stufen der Naherungen also nach dem folgenden Schema:

0)f

(1) f+1/4f

2 F+1/4f+1/16f

() f+1/4Af+1/16 f+ 1/64f

“4) ...
Diese Form des Wachstums beim Durchlaufen der Verfeinerungsstufen hat natirlich mit
den Eigenschaften von Parabeln wie der gewahlten Technik zur einseitigen Approximation
zu tun. Demgemal ist der Kern des entsprechenden Beweisgangs bei Archimedes
zutiefst geometrisch.

Anschliel3end beweist Archimedes, dass (modern ausgedruckt) fur jedes k (jede Stufe der

Verfeinerung der Naherung) gilt:
k

4

(Satz 5.1b) f~Z(1/4)” + 1/3f.(1/4)k = 3 f

In Worten: Wenn man bei einem der (zur Naherung des Parabelsegments verwendeten)
Vielecke, die Flache nochmals um 1/3 des Flachenzuwachses aus der letzten
Verfeinerungsstufe erhoht, landet man immer (unabhéngig davon welche Verfeinerungs-
stufe man gerade gerade absolviert hat) bei einer Flache, die 4/3 der Flache des Dreiecks
SPQ betragt.

Satz 5.1b ergibt sich aus der geometrischen Reihe, die das Wachstum der Naherungen
beschreibt, ist aber ansonsten unabhéngig von jeder geometrischen Sachlage.**

Mittels des Satzes 5.1b kann Archimedes dann Satz 5.1 (die Parabelquadratur) beweisen.

Doppelte reductio ad absurdum

Die Kurzform der zum Beweis verwendeten doppelten reductio ad absurdum lautet:
Das Parabelsegment kann nicht gro3er sein, da das Parabelsegment durch die zur
N&herung verwendeten Vielecke (bei fortgesetzter Verfeinerung der Approximation)
beliebig gut gendhert werden kann und diese Vielecke aber dabei (wegen Satz
5.1b) keinesfalls groRRer als 4/3 f werden kénnen;
Das Parabelsegment kann auch nicht kleiner sein, da sich die Differenz zwischen
der Flache der zur Naherung verwendeten Vielecke (die stets im Parabelsegment
liegen) zur Flache 4/3 f mit wachsender Verfeinerung (wachsendem k) (wegen Satz
5.1b) beliebig klein machen lasst.
Also betragt die Flache des Parabelsegments 4/3 der Flache des Dreiecks SPQ.

Kurzes Resiimee

Zur Quadratur der Parabel liefert Archimedes zwei Beweise!

Der erste Beweis verwendet Hebelgesetz und Schwerpunkte, der zweite Beweis
eine einseitige Approximation und trickreiches Argumentieren auf der Grundlage
einer geometrischen Reihe.

Der zweite Beweis kann als Musterbeispiel fur die rein geometrische Bestimmung
einer krummlinig begrenzten Flache gelten und Ubertrifft in puncto Strenge der
Beweisfuihrung die meisten neuzeitlichen Beweise aus der friihen Analysis.

144 Man kann den Kern des Beweises zu 5.1b aus der geometrischen Einkleidung (in der er vorgelegt wird) leicht
herausschélen. Vgl.: Helmuth Gericke: Mathematik in Antike und Orient. Wiesbaden. matrix Verlag 2005. S. 119f.
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Methodenlehre (von den mechanischen Lehrsétzen)

Archimedes' wohl genialste Leistungen gehoren der Vorgeschichte der
Infinitesimalrechnung an. In einer Eratosthenes gewidmeten Schrift Gber
die Methode, die erst 1906 in einer im 10. Jh. angefertigten Abschrift
wiederentdeckt wurde, erlauterte er seine auf mechanischen Uberle-
gungen basierenden heuristischen Methoden zur Flachen- und Volumi-
nabestimmung.

C.J. Scriba / P. Schreiber’

Archimedes suchte, so wie spater auch die Mathematiker in Renaissance und Neuzeit,
nach Methoden, die — abseits klassisch geometrischer Beweise — einen neuen Zugang zu
den Problemen der Flachen- bzw. Voluminabestimmung krumm begrenzter Figuren
eroffnen. In Anknipfung an die im ersten Beweis zur Parabelquadratur eingesetzte
Beweistechnik findet er einen produktiven Ansatz, der nicht weit von der Denkweise der
frihen Analysis entfernt ist:

Wenn man unterstellt, dass

a) Linien sich als Summe von unendlich vielen Punkten,

b) Flachen sich als Summe von unendlich vielen Linien

C) und Koérper sich als Summe von unendlich vielen Flachen

auffassen lassen, dann lasst sich die archimedische Beweistechnik des
mechanisch eingeférbten Groél3envergleichs geometrischer Objekte entschieden
produktiver anwenden.

Allerdings weil3 Archimedes, dass er Uber keine hinreichenden Argumente verfugt, um
solche Unterstellungen zu rechtfertigen. Und so nutzt er die Produktivitat dieser Denk-
weise nur im Rahmen der Heuristik.

Dem danischen Mathematikhistoriker und Philologen Heiberg gebihrt das Verdienst, den
Brief von Archimedes an Eratosthenes, in dem dieser seine besondere Heuristik erklart,
dokumentiert und dessen Inhalt — soweit fur ihn entzifferbar — der Offentlichkeit zugéanglich
gemacht zu haben.'* Das Pergament, mit dem Heiberg sich dabei jahrelang abplagte, ist
als Archimedes-Palimpsest eine mathematikhistorische Berihmtheit geworden. 1999
begann ein Projekt, um die fir Heiberg unlesbar gebliebenen Passagen mit modernen
Verfahren nochmals zu untersuchen.

Die Frage, welchen Einfluss es auf die Mathematikgeschichte gehabt hatte, wenn dieser
Brief an Eratosthenes nicht erst 1906 sondern bereits 1406 wiederentdeckt worden ware,
fuhrt zu allerlei interessanten Gedankenspielen. Gedankenspiele, die daran erinnern von
welchen Kleinigkeiten der Weltenlauf haufig abhangt.

Die von Archimedes in seinem Brief erlauterten heuristischen Techniken werden heute

allgemein als mechanische Methode bezeichnet.
Jedermann war immer liberzeugt gewesen, Archimedes konne seine Satze nicht so
gefunden haben wie er sie beweist, aber niemand hatte jemals geahnt, was die Schrift [der
einschlagige Brief an Eratosthenes; NF] unwiderlegbar enthiillte, namlich erstens, daR bei
der Entdeckung der Resultate, die in den Werken Uber Kugel und Zylinder und Quadratur
der Parabel mitgeteilt werden, Theoreme aus der Mechanik eine wesentliche Rolle gespielt
hatten, und zweitens, dafl3 dabei eine Auffassung der Konstitution eines geometrischen
Gebildes zu Grunde gelegen hatte, die als logisch unhaltbar schon langst aus der offiziellen
griechischen Mathematik verbannt worden war und die in seinen publizierten Werken zu
benutzen Archimedes nie eingefallen ware. Die angewandten mechanischen Theoreme
sind der Hebelsatz und gewisse Satze liber Schwerpunkte ebener oder kdrperlicher
Figuren, die offiziell verpdnte Auffassung aber nichts anderes als der in den &lteren Phasen

*  C.J. Scriba, P. Schreiber: 5000 Jahre Geometrie. Berlin, Heidelberg, New York. Springer Verlag 2003. S.67.

145 Thomas Heath hat basierend auf der in Latein verfassten Arbeit von Heiberg eine englische Ubersetzung
angefertigt, die er der Neuauflage seiner Archimedes Ubersetzung anfiigte. Spitestens seit dieser Neuauflage der
Heath Ubersetzung aus dem Jahr 1912 staunt die Welt — oder zumindest der mit Geschichte der Analysis vertraute
Teil des Bildungsbiirgertums — iiber die sensationelle Ausnahmebegabung des Archimedes.
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der griechischen Mathematik wahrscheinlich als vollgiiltig angesehene Gedanke, eine

Strecke bestehe aus unendlich vielen aneinander gereihten ausdehnungslosen Punkten,

eine ebene Figur sei die Summe von unendlich vielen breitelosen Strecken, ein Korper

ebenso die Summe seiner ebenen Durchschnitte mit einer flieRenden Ebene von

konstanter Stellung, im allgemeinen jedes geometrische Gebilde kénne als Anhdufung von

unendlich vielen Gebilden niedriger Dimensionszahl, den spater sogenannten Indivisiblen

[ein Schllsselbegriff bei Bonaventura Cavalieri; NF], betrachtet werden. Es war dies ein

ebenso falscher wie fruchtbarer Gedanke, dem, wie man immer schon gewuf3t hat, die

Entwicklung der Mathematik im 17. Jahrhundert sehr viel zu verdanken gehabt hat, von der

sich aber jetzt ergab, daf3 sie auch der griechischen Mathematik wesentliche Dienste

geleistet hat.®
Im Grunde sind das hier zwei Sensationen: Archimedes hat zum einen ldeen unweit der
frihen Analysis des 17. Jahrhunderts zur Steigerung seiner mathematischen Produktivitat
genutzt, hat sich aber zum anderen von deren Produktivitdt nicht verfihren lassen,
delikate Konzepte ohne ausreichende Absicherung in seine Beweise einflie3en zu lassen.
Archimedes bleibt (mit Ausnahme einiger mechanisch eingefarbter Grofzenvergleiche beim
ersten Beweis zur Parabelquadratur) bei seinen Beweisen den Standards der klassischen
Geometrie treu. Als Jahrtausend-Genie konnte Archimedes sich das leisten. Dank seines
Talents hatte er stets gute Chancen, seine mittels mechanischer Methode gefundenen
Resultate durch geometrische Beweise zu unterfuttern.

Zum beinahe schon Unfasslichen, dass Archimedes fast 2.000 Jahre vor Newton und
Leibniz Ideen unweit der frihen Analysis des 17. Jahrhunderts nutzte, schreibt der
Noether Schuler van der Waerden:
Die Auffassung eines Parabelsegments oder eines Dreiecks als Summe einer unendlichen
Anzahl Strecken ist eng verwandt mit der Vorstellung von Leieniz, der das Integral
f ydx als Summe einer unendlichen Anzahl Glieder y dx auffasste. Arcrivepes ist sich

aber — im Gegensatz zu Leiniz — vollkommen bewusst, dass diese Auffassung tatséchlich
falsch ist und dass die heuristische Herleitung zu einem strengen Beweis ergénzt werden
muss.*’

Falls jemand nun das Bedurfnis hat, jetzt sofort die ndchste Kapelle aufzusuchen, um fir
Weierstral3, Cauchy und noch ein paar andere Heroen der Grundlegung der modernen
Analysis eine Kerze anzuziinden, dann ist das nur zu verstandlich. Dank solcher Heroen
kénnen wir heute mit gutem Gewissen Analysis betreiben, ohne dabei einer Pflicht zur
Nachlieferung strenger, geometrischer Beweise zu unterliegen. Newton war in der Lage,
die wohl meist zuerst mit Methoden der frilhen Analysis gewonnen Resultate der Principia
mit geometrischen Beweisen zu unterfuttern. Fir viele andere ware aber wohl eine Pflicht
zur Nachlieferung geometrischer Beweise (fur die mittels Analysis gewonnenen Resultate)
der pure Albtraum.*®

Herleitungen mittels mechanischer Methode

Archimedes prasentiert in seiner an Eratosthenes adressierten Abhandlung verschiedene
Beispiele zur Anwendung seiner mechanischen Methode. Er leitet dabei Resultate, zu
denen er bereits einen geometrischen Beweis verdffentlicht hat, fur Eratosthenes
nochmals und auf ganz andere Weise her. Dabei stellt Archimedes klar, dass hinsichtlich
der Abfolge seiner mathematischen Fortschritte ihm die Herleitungen mittels
mechanischer Methode jeweils vor dem Auffinden der geometrischen Beweise gelungen
waren. Die Prasentation der Beispiele zur mechanischen Methode hat fur Archimedes

146 Dijksterhuis: Archimedes und seine Bedeutung fiir die Geschichte der Wissenschaft. In: Abhandlungen zur
Wissenschaftsgeschichte und Wissenschaftslehre. Bremen. Carl Schiinemann Verlag 1952. S. 19f.

147 B.L. van der Waerden: Erwachende Wissenschaft. Basel, Stuttgart. Birkhduser Verlag 1956. S. 356.

148 Es hat schon seinen Grund, warum in der klassischen Aufzahlung der absoluten mathematischen Ausnahme-
begabungen auf Archimedes als nichstes Newton folgt. Obwohl Newton die frithe Analysis keineswegs nur als
heuristisches Hilfsmittel betrachtete, besal§ er — auf Grund seines Talents - die Mdglichkeit, seine Beweise in der
Principia, ohne Riickgriff auf die Analysis, nur mit den Methoden der Geometrie zu formulieren.
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keinesfalls die Funktion, neue Prioritéatsanspriiche zu erheben. Archimedes weist vielmehr
auf die Schwéachen dieser Herleitungen ausdricklich hin.

Seinen Einfuhrungskurs in die besondere Art seiner heuristischen Methoden beginnt
Archimedes bei den Themen Parabelquadratur und Kugelvolumen.

Die Werkzeuge, deren sich Archimedes dabei bedient, lassen sich ganz natirlich in drei
Gruppen einteilen:

1. Die Standardwerkzeuge eines antiken Geometers;
2. Methoden des mechanisch eingefarbten GroR3envergleichs, wie Archimedes sie
beim ersten Beweis zur Parabelquadratur benutzt;'*°
3. Ubergange von Linien zu Flachen bzw. von Flachen zu Korpern, wobei die
Flachen als unendliche Summen von Linien und Korper als unendliche Summen
von Flachen gedeutet werden.
Die Standardwerkzeuge der antiken Geometer aus Position (1) sind nattrlich ganzlich
unproblematisch.
Die von ihm in Uber das Gleichgewicht ebener Flichen neu geschaffene Beweistechnik
des mechanisch eingefarbten GroRRenvergleichs — die Position (2) der obigen Liste —
schatzt Archimedes als unproblematisch ein, ist jedoch — wie im Abschnitt 3. Schwerpunkt,
Hebel, Gleichgewicht erlautert wurde — nicht frei von Problemen. Allerdings lassen sich die
mit dieser Beweistechnik gewonnenen Resultate meist unproblematisch auch auf anderem
Wege erzielen, was man zur wohlwollenden Sanierung der Schwachen entsprechender
Beweisgange nutzen kann.
Die Position (3) ist auch in den Augen von Archimedes problematisch, weswegen er die
Herleitungen mittels mechanischer Methode nicht als Beweise betrachtet. Trotz dieser
Einschrankung: Als entscheidendes Treibmittel einer leistungsstarken heuristischen
Technik wurden die entsprechenden Uberlegungen — so erfahren wir — gern genutzt. Und
so diente Archimedes seine mechanische Methode als wichtiges Hilfsmittel flr seine
mathematischen Entdeckungen. Und sie halfen auch bei der Planung der ja teils langeren
geometrischen Beweisgange.

Beim Satz 1 aus der Methodenlehre — der Herleitung seines Resultats zur Parabel-
quadratur — gewinnt Archimedes, unter Ruckgriff auf die Positionen (1) und (2) seines
Werkzeugkastens, zunachst Resultate zu GroéRenvergleichen von Strecken,™® um dann
darauf aufbauend — gemald Position (3) — auf GrélRenverhaltnisse zwischen Flachen zu
schlieRen.™!

Der Herleitung lasst Archimedes folgende Anmerkung folgen:

Die hier ausgesprochene Tatsache ist nun durch das Gesagte nicht wirklich bewiesen; aber

es deutet darauf hin, daf3 der SchluR richtig ist. Da wir also sehen, daf3 der Satz nicht

bewiesen ist, aber zugleich vermuten, daf das Ergebnis richtig ist, so brauchen wir einen

geometrischen Beweis, den ich gefunden und bereits veroffentlicht habe. %2
Der Satz 2 aus der Methodenlehre beschéftigt sich mit dem Volumen der Kugel.
Archimedes betrachtet dafiir zunachst GroRenvergleiche zwischen Schnittflachen. Dabei
werden die Schnittflachen eines Kegels und einer Kugel zusammengenommen mit den
Schnittflachen eines Zylinders per Hebelgesetz verglichen, um so auf die Volumen-
verhaltnisse der ganzen Kaorper schlieRen zu kénnen.
Um einen ersten Eindruck davon zu bekommen, wie nah Archimedes dabei dem Prinzip

von Cavalieri kommt, kann man mitten in den Beweis hineinspringen und folgende
Passage auf sich wirken lassen:

149 Siehe den als Beispiel prasentierten Satz 6 aus der Parabelquadratur auf Seite 45 dieses Papiers.

150 Dies geschieht mittels mechanisch eingeféarbter Groenvergleiche iiber das Hebelgesetz. Als Schwerpunkt der
Strecken gilt dabei ihr Mittelpunkt.

151 Eine Erschliefung dieser Herleitung findet man bei Giinter Aumann: Archimedes. Darmstadt. WBG 2013. S. 70ff.

152 Thomas Heath: Archimedes' Werke, (aus dem Englischen von F. Kliem). Berlin. Verlag O. Haring 1914. S. 419.
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Daher ist der Schnittkreis des Zylinders, so wie er liegt, in Bezug auf A [dem Drehpunkt der
zwei Hebelarme; NF] im Gleichgewicht mit dem Schnittkreis der Kugel zusammen mit dem
des Kegels, wenn die beiden letzten Kreise mit ihrem Schwerpunkt nach H [dem Ende des
anderen Hebelarms; NF] verlegt sind.

(Ber)landeln wir in derselben Weise alle die Gruppen von je drei Kreisen, in denen die zu AC

senkrechten Ebenen den Zylinder, die Kugel und den Kegel schneiden und aus denen

diese drei Kdrper zusammengesetzt sind, so folgt, da® der Zylinder in der Lage, in der er

ist, sich in Bezug auf A im Gleichgewicht befindet mit der Kugel und dem Kegel

zusammengenommen, wenn beide mit inrem Schwerpunkten nach H gebracht werden.*?
Die an der Konstruktion beteiligten Korper, die Art der Erzeugung der Schnittkreise wie
den spezifischen Ansatz beim Einsatz des Hebelgesetzes kann man aus dieser kurzen
Passage natirlich nicht richtig erkennen.™® Klar wird aber, dass von mechanisch
eingefarbten GrofRenvergleichen von Schnittflichen auf Gleichgewichtslagen zwischen
den (geschnittenen) Korpern geschlossen wird, woraus dann die Volumenverhéltnisse
dieser Korper hergeleitet werden kénnen.*>>

Das ist wirklich nicht weit vom Prinzip von Cavalieri entfernt:

Zwei Korper besitzen dasselbe Volumen, wenn alle ihre Schnittflachen in Ebenen
parallel zu einer Grundebene in gleichen H6hen den gleichen Flacheninhalt haben.

Im Unterschied zur obigen Formulierung des Cavalieri Prinzips kann man bei der
mechanischen Methode mehr als zwei Korper in den Vergleich einbeziehen und die
Positionierung von Flachen und Kdrpern an den Hebelarmen steht als zusatzlicher Frei-
heitsgrad zur Verfigung. Das bedeutet nattrlich auch, dass die so verglichenen Flachen
keineswegs gleich grof? sein missen. Die mechanische Methode des Archimedes ist ins-
gesamt etwas flexibler, allerdings bei voller Nutzung aller Méglichkeiten auch schwieriger
zu handhaben als das Prinzip von Cavalieri.

Man kann das Cavalieri Prinzip sogar als Spezialfall der mechanischen Methode deuten:

Zwei gleiche Flachen die im gleichen Abstand vom Drehpunkt an die zwei
Hebelarme angehéangt werden, befinden sich im Gleichgewicht. Wenn alle
einschlagigen Schnitte zweier Koérper gleiche Flachen haben, dann sind sie (ent-
sprechender platziert) stets im Gleichgewicht. Also befinden sich (gemafd Schluss-
weise der mechanischen Methode) auch die zugehérigen Korper (falls identisch wie
die Flachen platziert) im Gleichgewicht, also haben sie das gleiche Volumen.

Ergo: Zwei Korper besitzen dasselbe Volumen, wenn alle ihre Schnittflachen in
Ebenen parallel zu einer Grundebene in gleichen Hohen den gleichen Flacheninhalt
haben.
Eine solche Betrachtung liefert jedoch, da wirde Archimedes wohl sofort zustimmen,
keinen Beweis fur das Prinzip von Cavalieri. Allerdings kénnen solche Betrachtungen gut
mit dem Niveau der Diskussionen um [ndivisible (wie man sie aus dem 17. Jahrhundert
kennt) mithalten.**°

Die antike Vorsicht bei unendlichen Summen

Archimedes scheut sich ganz offensichtlich, unendliche Summen in irgendeiner Form fur
hoffahig zu erklaren und in seine ,offiziellen® Beweise einzubeziehen. Und Archimedes
steht mit dieser besonderen Vorsicht gegentber dem Unendlichen in der Antike nicht

153 Thomas Heath: Archimedes' Werke, (aus dem Englischen von F. Kliem). Berlin. Verlag O. Haring 1914. S. 420.

154 Wem dieser kleine Appetithappen zur mechanischen Methode nicht geniigt, dem sei zusétzlich zur Heath
Ubersetzung die ErschlieRung bei Giinter Aumann: Archimedes. Darmstadt. WBG 2013. S. 123ff oder B.L. van der
Waerden: Erwachende Wissenschaft. Basel, Stuttgart. Birkhduser Verlag 1956. S. 354ff empfohlen.

155 Woraus sich dann, in einem weiteren Schritt, die Volumenverhéltnisse anderer (hier speziell interessierender)
Kérper ableiten lassen, so dass man letztendlich beim Satz 2.2 (Das Volumen der Kugel betréigt 2/3 des
umschreibenden Zylinders) landet.

156 Vgl. hierzu auch Thomas Sonar: 3000 Jahre Analysis. Berlin, Heidelberg. Springer 2011. S. 157ff.
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alleine da. Es sind vor allem zwei Namen aus der Antike, die man traditionell mit den
Vorbehalten gegeniber einem zu naiven Umgang mit dem Unendlichen in Verbindung
bringt:
Eudoxos (ca. 408 — 347 v.Chr.) und Aristoteles (384 — 322 v.Chr.).

Die beiden sind sich (vermutlich) in Platons Akademie begegnet®’ und haben sich
vielleicht sogar irgendwann Uber das beide interessierende Thema des richtigen Umgangs
mit dem Unendlichen ausgetauscht. Hinter der von beiden propagierten Vorsicht stehen
dabei konkrete, beunruhigende (Denk-)Erfahrungen. Zwei dieser — viele antike Gelehrte
beunruhigenden — (Denk-)Erfahrungen sollen hier beispielhaft angefuhrt werden.

Zuerst ein von Demokrit**® gefundenes Paradoxon, das Plutarch wie folgt beschreibt:

Wenn ein Kegel mit einer zur Grundflache parallelen Ebene geschnitten wird [und es ist
klar, daf3 eine der Grundflache unendlich benachbarte Ebene gemeint ist], was haben wir
von den Flachen der Schnitte zu denken? Sind sie gleich oder ungleich? Denn sind sie
ungleich, so werden sie den Kegel unregelméafRig machen, da er dann viele stufenartige
Einschnitte und Unebenheiten hat; sind sie aber gleich, so sind die Schnitte gleich, und der
Kegel scheint die Eigenschaft des Zylinders zu haben und aus gleichen, nicht ungleichen,
Kreisen zusammengesetzt zu sein, was ganz widersinnig ist.**

Das Bild, dass der Kegel als Summe unendlich vieler Kegelschnitte gedacht werden kann,
kommt hier erkennbar ins Wanken. Man kann die Schwierigkeiten zwar beseitigen, aber
dabei bleibt das Bild vom Kegel als einer unendlichen Summe von Kegelschnitten auf der
Strecke.

Als zweites Beispiel soll das Paradoxon des fliegenden Pfeils von Zenon dienen.'®
Aristoteles berichtet dazu folgendes:

Da alles, was sich bewegend verandert, in der Zeit sich bewegt und von etwas fort zu
etwas hin wechselt, (so gilt auch:) In der Zeit, in welcher es sich bewegt, und zwar der
unmittelbaren, nicht Uber (Bewegung) in einem ihrer Teile vermittelt, kann das Bewegte
unmoglich an einer bestimmten Stelle sein. Denn es ist doch gerade Ruhen so bestimmt,
als »eine bestimmte Zeit lang als Ganzes fiir sich und bezogen auf jeden seiner Teile an
derselben (Stelle) sein«. Genau in dem Sinne sprechen wir doch von »Ruhen«: Wenn in
einem Jetzt und wieder einem es wabhr ist zu sagen: »Es selbst (als Ganzes) und seine
Teile sind an derselben (Stelle)«. Wenn nun aber das eben Ruhen ist, dann geht es nicht,
daf ein Wechselndes [ein Bewegtes; NF] als Ganzes, bezogen auf die unmittelbare Zeit
(des Wechsels [der Bewegung; NF]) an einer bestimmten Stelle ist;

(Aristoteles: Physik. Buch VI, Kap. 9, 239a)*%*

Auf solchen, hier von Aristoteles wiedergegebenen, vorbereitenden Uberlegungen baut
das entscheidende Argument Zenons auf:

Jedes Objekt ist zu jedem beliebigen Jetzt an einem bestimmten Ort. Da die ganze
Zeit aber letztlich nur aus unteilbaren Jetzten besteht, und sich alles zu jedem Jetzt
an einem bestimmten Ort befindet (den es wahrend des Jetzt auch nicht &ndert), so
befindet sich alles immer in Ruhe, Bewegung kann es deswegen nicht geben. Der
fliegende Pfeil ist eine lllusion, die wir unseren unzuverlassigen Sinnen verdanken.

157 Vgl. Aristoteles: Logik und Methodik in der Antike Abschnitt Grunddaten der Aristoteles Biographie auf
www.antike-griechische.de.

158 Es handelt sich hierbei um jenen Demokrit, der bereits vor Eudoxos die Vermutung gedulSert hatte, dass das
Volumen eines Kegels ein Drittel des umschreibenden Zylinders betrdagt. Demokrit konnte seine Vermutung
allerdings nicht beweisen. Das gelang erst Eudoxos. Uber diese Sachverhalte sind wir durch entsprechende
Bemerkungen, die Archimedes in der Methodenlehre fallen lésst, informiert.

159 Plutarch: De Comm. Not. adv. Stoicos XXXIX. 3 zitiert nach Thomas Heath: Archimedes' Werke, (aus dem
Englischen von F. Kliem). Berlin. Verlag O. Héring 1914. S. 415.

160 Vgl. Vorsokratik: Von Xenophanes bis Demokrit Abschnitt Zenon von Elea auf www.antike-griechische.de.

161 Aristoteles: Philosophische Schriften. Bd. 6. Physik. Ubersetzt von Hans Giinter Zekl. Hamburg: Meiner Verlag
1995. S. 163; Einige Teile des Aristoteles Zitats wirken zwar (ohne groere exegetische Bemiihungen) etwas
unklar, aber der entscheidende Teil der Uberlegung tritt hinreichend deutlich hervor.
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Die Vorstellung, dass Zeitintervalle nichts anderes sind als eine unendliche Summe von
Zeitpunkten, ist also nicht ohne Probleme. Sieht es da bei den Strecken und Punkten der
Geometrie wirklich besser aus? Lassen sich dort nicht analoge Paradoxa konstruieren?

Angesichts solcher Probleme galt es zur Zeit des Archimedes als guter Ratschlag, die
Fallstricke des Unendlichen wo immer mdglich zu meiden und sich bei seinen Beweisen
auf kein unnétiges Risiko zur Verwicklung in Paradoxa einzulassen. Und wenn es denn
sich gar nicht vermeiden liel3, etwas Umgang mit dem Unendlichen zu pflegen, so sollte
man seinen Umgang — so die deutliche Empfehlung des Aristoteles — strikt auf das
potentiell Unendliche beschranken.

Diese Art der Vorsicht und der Selbstbeschrankung beim Umgang mit dem Unendlichen
bzw. unendlichen Summen hatte also beim Ringen um eine Kultur des klugen Verstandes-
gebrauchs durchaus seine Berechtigung.

Dieses Ausmald an Vorsicht war vielen Protagonisten der frihen Analysis fremd. Sie
hatten, wenn es ums Unendliche ging, wesentlich weniger Skrupel als der der antiken
Strenge verpflichtete Archimedes. Und letztlich hat sich dieses in Renaissance und
Neuzeit praktizierte Hintanstellen von Bedenken fiir die Mathematik ja gelohnt.

Sollte da jener Archimedes, der anlasslich seiner Beschaftigung mit Hebelgesetz und
Schwerpunkten sich an einer génzlich neuen Beweistechnik zum Vergleich von Grof3en
versucht hat, so gar keinen Versuch unternommen haben, die von ihm ja als héchst
fruchtbar eingeschatzte mechanische Methode auf solidere Ful3e zu stellen, um auch sie
in den Rang einer neuen Beweistechnik erheben zu kénnen? Hat Archimedes gar nicht
Uber Mdglichkeiten zur Bandigung des Unendlichen nachgedacht?

Neuigkeiten vom Archimedes-Palimsest?

Im Zusammenhang mit der neuerlichen Untersuchung des Archimedes-Palimsests wird in
genau dieser Hinsicht von einer neuerlichen Sensation berichtet. Allerdings sind die bisher
bekannt gewordenen Belege fiir diese Sensation dinn und die berichtenden Wissen-
schaftler (Reviel Netz, William Noel) sind in diesem Papier bereits friher durch ihre
Neigung zu rauschhafter Ubertreibung auffallig geworden.¢?

Trotz alldem soll die angebliche sensationelle Neuigkeit nicht unterschlagen werden:

Es wurden bei der technisch sehr aufwendigen, neuerlichen Untersuchung des
Archimedes-Palimsests einige wenige weitere Stellen (jenseits des bereits von
Heiberg dokumentierten Textes) aus der Methodenlehre lesbar gemacht. Diese
neu zuganglich gemachten Textstellen werden von einigen nun so gedeutet, dass
sich Archimedes tatsachlich an der Bandigung des Unendlichen und zwar des
aktual Unendlichen versucht hat und dabei bis zum Gedanken Cantors, zum
Vergleich unendlicher Mengen eineindeutige Abbildung zu nutzen, vorgestol3en sei:
Er [Archimedes; NF] behauptet, eine unendliche Menge sei in ihrer Vielheit gleich einer
anderen unendlichen Menge, weil es eine Eins-zu-eins-Beziehung zwischen diesen beiden

Mengen gibt. Er sagt das zwar nicht explizit, aber Archimedes war nie ein besonders
expliziter Autor. Er Uberliel3 dem Leser immer noch viel Arbeit.

I(nt(gressanterweise war es genau dieses Mittel der Eins-zu-eins-Beziehung, mit dem das

Konzept der Unendlichkeit gegen Ende des neunzehnten Jahrhunderts schlief3lich gez&hmt

werden konnte. Hier liegt der Grundstein der modernen Mengenlehre.*®3
Man kann nicht sagen, dass diese Deutung (die, gemessen an der Grof3e der vermeldeten
Sensation, nur durch dinne Indizien gestutzt wird) allgemein akzeptiert wird. Es kann wirk-
lich gut sein, dass hier der Wunsch (nach einer Sensation) der Vater des Gedankens war.

Anderseits: Es geht um Archimedes. Da sollte man nichts vorschnell ausschlief3en!

162 Vgl. hierzu das Zitat auf Seite 33 dieses Papiers.
163 Reviel Netz & William Noel: Der Kodex des Archimedes. Miinchen. dtv 2010. S. 203.
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Sandrechnung und Rinderproblem

Ich vermute, Konig Gelon, dal3 diese Dinge der groRen Menge
von Leuten, die sich nicht mit Mathematik beschéftigt haben,
unglaublich erscheinen, denen aber, die etwas davon verstehen
und die Erdrterung der Entfernungen und Gro3en der Erde, der
Sonne, des Mondes und des ganzen Weltalls verfolgt haben, auf
Grund des Beweises einleuchten werden.
Archimedes’

Nach der Methodenlehre sollen in diesem Abschnitt zwei weitere Archimedes Arbeiten

ohne neue Prioritatsanspriiche vorgestellt werden.

- In Sandrechnung geht es um kosmologische Modelle und astronomische
Entfernungen. Der Adressat dieser Abhandlung lebt ausnahmsweise nicht in
Alexandria, sondern in Syrakus. Es handelt sich um Gelon, den Sohn von Hieron Il.

- Das Rinderproblem ist eine etwas besondere Hinterlassenschaft von Archimedes:
Eine gemeinhin Rinderproblem genannte Knobelaufgabe wurde von ihm vermutlich
Eratosthenes gestellt.

Die Sandrechnung

In einem erheblichen Teil des Textes geht es darum, dass eine Beschreibung der Gréfe
des Kosmos nicht daran scheitern wird, dass es keine hinreichend grof3en Zahlen gibt. Fir
uns heute, die wir arabische Ziffern in einem dezimalen Stellenwertsystem verwenden und
zudem die Moglichkeit der Exponentenschreibweise kennen, klingt die Frage, ob es
Uberhaupt hinreichend grofRe Zahlen gibt, um auch astronomische GroRen beschreiben zu
kénnen, fast schon wie eine Kinderfrage.

Wenn man die in der griechischen Antike verwendeten Zahlsysteme kennt, dann weif3
man aber, dass die Frage, wie man denn uberhaupt astronomische Gr6en und
GroRenverhaltnisse mittels Zahlen beschreiben kénnen soll, damals schon etwas heraus-
fordernder war. Und nimmt man sich speziell die von Archimedes untersuchte Frage, wie
viele Sandkérner man denn zum Ausfullen des ganzen (als endlich unterstellten) Kosmos
brauchte, vor, dann wird auch ein gestandener Altphilologe zugeben, dass die
GrolRenordnungen, in denen man sich bei dieser Frage zwangslaufig bewegt, erst einmal
jenseits des Horizonts der griechischen Zahlsysteme zu liegen scheinen.*®

Archimedes zeigt aber auf, wie man Zahlsysteme immer fort so erweitern kann, dass man
beliebig grol3e Zahlen benennen kann. Die speziellen Verfahren und kleinen Tricks, die
Archimedes dabei verwendet, sollen hier Gbergangen werden. Sie setzen eine gewisse
Vertrautheit mit antiken Zahlsystemen voraus.'®

Zwei kosmologische Modelle - Eins davon heliozentrisch

Fur den modernen Leser wesentlich interessanter ist, dass Archimedes neben dem
damals dominierenden geozentrischen Modell auch das heliozentrische Modell des
Aristarchos von Samos vorstellt. Archimedes schildert das heliozentrische Modell wie folgt:

*  Die Schlussbemerkung, mit der Archimedes den Text Sandrechnung beendet; zitiert nach: Thomas Heath:
Archimedes' Werke, (aus dem Englischen von F. Kliem). Berlin. Verlag O. Héring 1914. S. 353. Haufig wird diese
Stelle gektirzt zitiert: ,,Es gibt Dinge, die den meisten Menschen unglaublich erscheinen, die nicht Mathematik
studiert haben.“

164 Im Griechischen steht Myriade sowohl fiir 10.000 wie fiir Vielzahl/vielzdhlig. Dariiber hinaus macht das
Griechische erst einmal kein Angebot zur Benennung von grollen Zahlen. Zusétzlich sind die Zahlzeichen von
Buchstaben abgeleitet und ein Stellenwertsystem wird im Griechischen nicht benutzt. Bei aufwendigen
Berechnungen wechselten griechische Astronomen deswegen manchmal zum Sexagesimalsystem sumerischen
Ursprungs, das sie iiber die babylonische Astronomie kennen gelernt hatten.

165 Wer sich fiir die Zahlsysteme der antiken Griechen zur Zeit von Archimedes interessiert, dem sei Kapitel IV im
Vorspann der Heath Ubersetzung empfohlen: Thomas Heath: The Works of Archimedes. Mineola, New York.
Dover Publications 2002. S. Ixiii ff.
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Aristarch von Samos [= Aristarchos von Samos; NF] hat nun ein aus gewissen Hypothesen
bestehendes Buch herausgegeben, in dem die Annahmen zu dem Ergebnis fuhren, daf3
das Weltall vielemal so grol} ist wie das, was ich eben [beim geozentrischen Modell; NF] so
genannt habe. Er setzt voraus, dass die Fixsterne und die Sonne unbeweglich seien, daf3
die Erde sich in einer Kreislinie um die Sonne bewege, die im Mittelpunkte der Bahn liege,
und dal3 die Kugel der Fixsterne, um denselben Mittelpunkt wie die Sonne gelegen, so
grof3 sei, daf3 der Kreis, den er sich von der Erde durchlaufen denkt, sich zu der Entfernung
der Fixsterne verhalt wie der Mittelpunkt der Kugel zu ihrer Oberflache. Nun ist leicht zu
sehen, dal’ das nicht méglich ist; denn da der Mittelpunkt einer Kugel keine Gréf3e hat,
kénnen wir nicht sagen, dald er zu der Oberflache der Kugel irgendein Verhaltnis habe. Wir
mussen jedoch annehmen, dal3 Aristarch folgendes meint: da wir uns die Erde
gewissermallen als Mittelpunkt des Weltalls denken, ist das Verhéltnis der Erde zu dem
was wir [im geozentrischen Modell; NF] ,Weltall“ nennen, dasselbe wie das Verhéltnis der
Kugel, die den Kreis enthélt, den er sich von der Erde durchlaufen denkt, zu der Kugel der
Fixsterne.'®®

Diese Passage lasst sich gut so deuten, dass Aristarchos wie Archimedes wussten, dass
das heliozentrische Modell eine im Wechsel der Jahreszeiten auftretende Parallaxe — eine
scheinbare Veranderung der Position — der Fixsterne erfordert. Da diese nicht
beobachtbar war, konnte dies — wenn man das heliozentrische Modell zugrunde legt — nur
bedeuten, dass die Fixsterne so weit entfernt sind, dass die Parallaxe mit den
vorhandenen Mitteln nicht festgestellt werden konnte, sprich, dass die Anderung des
Winkels, unter dem die Fixsterne erscheinen, zu klein, ist um mit den damaligen Mitteln
messbar zu sein.*®’

Es ist anzumerken, dass Archimedes kein Wort dariiber verliert, ob das heliozentrische
Modell mit der Alltagserfahrung oder der religiosen Uberlieferung harmoniert. Es ist eine
Hypothese, vielleicht keine die er unbedingt teilt, aber immerhin eine, die es zu erwéhnen
lohnt. Eine sehr nuchterne Sicht auf kosmologische Fragen!

Astronomische Berechnungen zur GroRRe des Weltalls

Nachdem Archimedes den Raum der benannten Zahlen dramatisch vergroéf3ert hat, macht
er sich auf, um zu berechnen wie viele Sandkérner nétig wéren, um den Kosmos damit
komplett auszufiillen. Er betrachtet dabei zunachst das Weltall aus der Sicht des
geozentrischen Modells, kommt aber anschlielRend auch auf das heliozentrische Modell zu
sprechen.

Beim geozentrischen Modell kommt Archimedes zum Ergebnis, dass 10°' Sandkdrner
ausreichend Sand ware, beim heliozentrischen Modell missten es fast 10° sein.'®

Diese Sandmengen waren riesig, wirden rechnerisch jedoch keinesfalls ausreichen, um
das sichtbare Universum auszufiillen.’® Nichts desto trotz steht dieser Archimedes Text
moderner Astronomie naturlich deutlich ndher als Platons einflussreicher Timaios. Es gibt
bei Archimedes keine metaphysische Einbettung astronomischer Uberlegungen, es tritt
kein Schopfergott namens Demiurg auf und statt der Suche nach einer gottlichen,
sinnstiftenden Vernunft im Universum stehen Hypothesen, Messungen und Berechnungen
im Vordergrund. Etwas, was trotz aller Fehler ein riesiger Fortschritt ist.

Die Methodik die Archimedes wahlt, sorgt dafur, dass die Fehler, die er begeht sich beim
Fortschritt der Wissenschaften vergleichsweise leicht identifizieren und beheben lie3en. Er
selbst hat fir die dabei erfolgten Fehlerkorrekturen wichtige Grundlagen gelegt.

Wer sich an vieldeutigen Formulierungen ergotzen will oder meint, er brauche eine Recht-
fertigung fur seinen Glauben an einen wohlwollenden Schopfergott, der ist bei Platon
besser aufgehoben. Dem Rest sei zu einer Kosmologie mit Hypothesen, Messungen und
Berechnungen zugeraten. Selbst deren Fehler sind lehrreicher als Platons Metaphysik!

166 Thomas Heath: Archimedes' Werke, (aus dem Englischen von F. Kliem). Berlin. Verlag O. Haring 1914. S. 343f.

167 Vgl. Eudoxos & Co. - Die Anfidnge der wissenschaftlichen Astronomie, Abschnitt Das heliozentrische Weltbild
des Aristarchos von Samos auf www.antike-griechische.de.

168 Diese Angaben wurden ohne Uberpriifung von Heath iibernommen.

169 Die Wirkungen derartiger Sandberge auf die Raum-Zeit-Struktur soll hierbei unberticksichtigt bleiben.
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Ein Planetarium als Beutestiick

Im Zusammenhang mit den kosmologischen Betrachtungen in der Sandrechnung lohnt es,
kurz auf das von Archimedes konstruierte Planetarium einzugehen. Viel kann man dazu
allerdings nicht sagen. Archimedes hat zwar eine Abhandlung zum Bau von Planetarien
verfasst, diese ist jedoch verloren gegangen.

Wir wissen nur, dass es ein von Archimedes konstruiertes (vermutlich nicht begehbares,
vergleichsweise kleines) Planetarium in Syrakus gab und dass Marcellus, der Eroberer
von Syrakus, es nach dem Fall von Syrakus nach Rom bringen liel3. Dort fand es viel
Bewunderung. Cicero bereichert durch Verweis auf das Planetarium seine Diskussion zum
gottlichen Ursprung der Erfindungsgabe.'” Immerhin wissen wir durch diese Cicero
AuRerungen, dass das Planetarium heil in Rom ankam.

Es ist naheliegend zu vermuten, dass Archimedes seine Konstruktion stark an jenen
Eudoxos-Kallippos Modellen orientierte, die Aristoteles zu einer Gesamtsicht des
Planetensystems integrierte.'” Sicher ist das aber nicht. Neuerdings wird diskutiert ob es
beim Antikythera-Mechanismus einen Zusammenhang mit der Technologie des archime-
dischen Planetariums gibt.

Das Rinderproblem

Das Rinderproblem ist eine kuriose Knobelaufgabe. Es soll eine Rinderherde so
zusammengesetzt werden, dass 7 bestimmte Proportionen fir die Anteile an Bullen und
Kiahen mit vier verschiedenen Felltypen (weil3, schwarz, gelb, gefleckt) gewahrt werden.
Zudem soll die Summe der weilen plus schwarzen Bullen eine Quadratzahl sowie die
Summe der gelben plus gefleckten Bullen eine Dreieckszahl ergeben.

Natirlich sind nur ganzzahlige Lésungen erlaubt. Die kleinst mégliche Lésung fur die
HerdengroRe hat 206545 dezimale Stellen. Die ersten flinfzig Stellen lauten:

7760271406486818269530232833213886664232322405 ...
die letzten flinfzig Stellen lauten:
... 0599463014429250035488311897372340662671945508
Der Ausdruck der kleinstmdglichen Losung fur die HerdengroRe erforderte 42 Seiten.'”

Man geht wohl kein besonderes Risiko ein, wenn man annimmt, dass Archimedes die
Losung des Problems, das er hier prasentiert, selber nicht bestimmt hat.

Warum stellt er aber dann ein derart verriicktes Ratsel? Nun, das, was Archimedes zu
diesem Ratsel durchaus wissen konnte, war, dass es keine kleinen Losungen geben kann.

Ist Archimedes zugetragen worden, dass man sich in Alexandria oder anderen Orts
dariber lustig machte, dass er seine Zeit damit verbringt, neue Verfahren zur Bezeichnung
monstrés grof3er Zahlen zu entwickeln? Wollte er mit dem Rinderproblem-Ratsel deutlich
machen, wie schnell man in die Verlegenheit kommen kann, monstrds grof3e Zahlen zu
bendtigen und ist dabei etwas Ubers Ziel hinausgeschossen?

Das Rinderproblem ist als Teil eines Gedichts mit dem Adressaten Eratosthenes von
Lessing 1773 (wieder) entdeckt worden. Mit Eratosthenes verband Archimedes wohl eine
gewisse Rivalitat. Ohne Zweifel hielt sich Archimedes fir den besseren Mann und hatte
gut empfindlich reagieren kdnnen, wenn er vernommen hatte, dass sich Eratosthenes tber
seinen Brief an Gelon lustig macht. Aber das ist nur ein Einfall; alles ohne jeden Beleg.

170 Vgl. Cicero: Gespréche in Tusculum. Buch I, 63.

171 Vgl. Eudoxos & Co. - Die Anfinge der wissenschaftlichen Astronomie, Abschnitt Eudoxos, der einflussreiche

Astronom auf www.antike-griechische.de.
172 Vgl.: Solution of the Cattle Problem by H. C. Williams, R. A. German and C. R. Zarnke

https://www.ams.org/mcom/1965-19-092/50025-5718-65-99945-X/S0025-5718-65-99945-X.pdf
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Verschollenes und Ausgelassenes

Heron, Pappus (= Pappos; NF) and Theon all cite works of
Archimedes which no longer survive, a fact which shows that
such works were still extant at Alexandria as late as the third and
fourth centeries A.D.

Sir Thomas Heath®

Eine Reihe von Archimedes Texten ging verloren, das ist unstrittig. Wieviele Texte
verloren gingen und welche Titel auf die Liste der Verluste gehéren, ist hingegen ein
umstrittenes Thema. Im Zusammenhang mit der Diskussion von Satz 6 beim ersten
Beweis zur Quadratur der Parabel ist dieser Punkt bereits berihrt worden.

Auf die Liste der verlorenen Texte gehoren auf jeden Fall eine Abhandlung Uber Hebel
(eine Abhandlung die vielleicht einige der offenen Fragen zum archimedischen Verstand-
nis von Gleichgewicht und Schwerpunkt erhellen kénnte) sowie der Text zum Bau von
Planetarien. Aul3erdem fehlt uns seine Untersuchung zu halbregelmél3igen Polyedern, die
Archimedes zu Ehren auch archimedische Kdrper genannt werden.

Sehr wahrscheinlich hat Archimedes auch eine Abhandlung zur Konstruktion des
regelméaniigen Siebenecks verfasst.

Obgleich die Zuweisung an Archimedes nicht gesichert ist, sei hier noch auf die nur
arabisch Uberlieferte Konstruktion des regelmafigen Siebenecks hingewiesen. Das
regelmaRige Dreieck, Viereck (= Quadrat), Fiinfeck und Sechseck lassen sich bekanntlich
mit Zirkel und Lineal in einen gegebenen Kreis einbeschreiben. Das geht beim Siebeneck
nicht mehr — algebraisch fuhrt die Teilung des Kreises in sieben gleiche Teile auf eine
kubische Gleichung und gehort daher der gleichen Problemklasse an wie die
Wirfelverdoppelung und Winkeldreiteilung. Die angeblich von Archimedes gefundene
Konstruktion arbeitet zwar auch nur mit diesen beiden Geraten, verwendet das Lineal
allerdings in einer in der euklidischen Geometrie nicht erlaubten Weise: es wird solange um
einen festen Punkt gedreht, bis zwei Dreiecke, von denen eines bei der Drehung anwéchst,
wahrend das andere abnimmt, flachengleich sind (...). Es ist dies ein besonderer Typus
von Einschiebungskonstruktion oder sog. Neusis.*"®

Die Frage, ob Archimedes einen Text zu Brennspiegeln geschrieben hat, kann als sehr
umstritten eingestuft werden.’* Die Frage, ob er sich mit der Optik von Spiegeln
(Katoptrik) beschaftigt und dazu eine verloren gegangene Abhandlung verfasst hat, ist
nicht ganz so umstritten, allerdings gibt es auch hierzu keinen klaren Konsens.

Es gibt einige Anhaltspunkte dafir, dass Archimedes eine verloren gegangene Schrift zur
Arithmetik verfasst hat. Vielleicht hat Archimedes zudem, jenseits der Uberlieferten
Abhandlung Uber das Gleichgewicht ebener Fldchen I, Il und der bereits oben als verloren
gezéahlten Abhandlung Uber Hebel, weitere Texte zur Mechanik verfasst.

Bei der Kreismessung wie beim nicht vorgestellten Stomachion, einem Text zu einer Art
geometrischen Puzzle, sind gré3ere Teile verloren gegangen.

Gut tradiert, aber hier trotzdem in diesem Papier nicht behandelt, wurde eine langere
Abhandlung zu Rotationskorpern: Uber Paraboloide, Hyperboloide und Ellipsoide.
Genauso wurde das sogenannte Buch der Hilfssédtze (Book of Lemmas) hier ignoriert. Bei
beiden Texten ist es schwer, einen Zugang zu finden, der mit der Zielsetzung gehobene
Allgemeinbildung harmoniert.

Die restlichen Schriften wurden jeweils an Hand ausgewahlter Satze/Inhalte vorgestellt.

* Thomas Heath: A History of Greek Mathematics, Vol. II. New York. Dover Publications 1981. S.25.

173 C.J. Scriba, P. Schreiber: 5000 Jahre Geometrie. Berlin, Heidelberg, New York. Springer Verlag 2003. S. 70.
Hinweis: Der Hinweis ,,kubische Gleichung® fiir den Ausschluss einer Konstruierbarkeit mittels Zirkel und Lineal
ist etwas ungenau (x* - 1= 0 ist schlieflich auch eine kubische Gleichung).

174 Es gibt eine Diskussion, ob Archimedes Brennspiegel konstruiert hat, mit denen man Schiffe aus groRerer
Entfernung in Brand setzen konnte und ob derartige Brennspiegel gegen die romische Flotte eingesetzt wurden.
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Uberlieferungs- und Wirkungsgeschichte

Archimedes will be remembered when Aeschylus is forgotten,
because languages die and mathematical ideas do not.
‘Immortality’ may be a silly word, but probably a mathematician
has the best chance of whatever it may mean.
G.H. Hardy"
Selbst wenn mathematische Ideen einen Hang zur Unsterblichkeit haben, auch sie missen tradiert
werden, um uberleben zu kdnnen. Zumindest bei den archimedischen Schriften ist das nicht immer
gelungen; schwer zu ermessen, wieviele Ideen zusammen mit den Schriften untergingen.
Bis Theon von Alexandria gab es in Alexandria eine gut organisierte Tradierung mathematischer ldeen
und Schriften, von der auch das Werk des Archimedes profitierte. Nach Theons Tod wird dessen
Tochter Hypatia die fuhrende Mathematikerin am Museion. Derweil wird christlicher Fanatismus in
Alexandria zunehmend zum Problem. 415 oder 416 n.Chr. wird Hypatia, von christlichem Mob gelyncht.
Hypatia, die erste namentlich bekannte Mathematikerin, wurde Opfer eines
Mordanschlages christlicher Fanatiker. Mit ihr erlosch die alexandrinische Schule der
Mathematik.'"
Ohne kompetente Mathematiker ist es schwierig, anspruchsvolle mathematische Ideen zu
tradieren, geschweige denn sie fortzuentwickeln. Und nur wenige haben so viel Talent,
dass sie keiner Ausbildung in der Mathematik bedurfen. Zudem war nicht nur die

alexandrinische Schule der Mathematik dem Niedergang geweiht.
Inzwischen war das Christentum nach dem Mail&nder Edikt von 313 als Religion neben
anderen geduldet und unter Kaiser Theodosius d. Gr. im Jahre 380 zur Staatsreligion im
Romischen Weltreich geworden. Damit geriet die Pflege ,heidnischer” Ideen immer mehr in
Widerspruch zum Totalitdtsanspruch der christlichen Lehre. 529 wurde die Akademie [eine
Neugriindung der zwischenzeitlich nicht mehr fortgefiihrten platonischen Akademie; NF]
auf Befehl des christlichen Kaisers Justinian als ,Stéatte heidnischer und verderbter Lehren”
gewaltsam geschlossen.*’®

Diese rabiate Politik fihrte zu einem antiken Brain-Drain.
Viele Vertreter der griechisch-hellenistischen Wissenschaft waren wegen der
Unduldsamkeit der christlichen Kirchen nach arabischen und indischen Landern
ausgewandert und flhrten dort die griechisch-hellenistische mathematische Tradition
weiter. Sie wurde insbesondere zum Fundament der Mathematik in den Landern des Islam.
Diesem Umweg verdanken wir es, dal3 eine Vielzahl von mathematischen Ergebnissen der
Antike vor dem Verlust gerettet worden ist.*””
Von der Konstruktion des regelmalfiigen Siebenecks, die aller Wahrscheinlichkeit nach auf
Archimedes zurtickgeht, wissen wir in der Tat nur aus arabisch-sprachigen Quellen. Hier
hat die Idee den Verlust der urspringlichen Abhandlung Uberlebt. Im Vergleich zu anderen
antiken Autoren spielt ansonsten die arabisch-sprachige Tradierung bei den archime-
dischen Arbeiten jedoch eine vergleichsweise geringe Rolle.
Unabhangig davon durfen die Wirkungen der archimedischen Arbeiten im
islamischen Kulturraum und deren Bedeutung fur die Mathematik nicht unterschéatzt
werden. Das Erbe der hellenistischen Mathematik wurde dort ja nicht einfach nur
bewahrt, sondern erheblich weiter entwickelt. Dabei haben persische, usbekische
und arabische Mathematiker die hellenistische Mathematik nicht nur einfach mit ein
paar persischen und indischen Elementen angereichert, sondern haben deutliche
Fortschritte bei der Ausgestaltung mathematischer Theorien erreicht. Algebra und
Algorithmus haben nicht nur im etymologischen Sinn orientalische Wurzeln.
(Ubigens: Auch das heute Uibliche Dezimalsystem unter Einschluss der Ziffer 0 kam
aus dem Osten und wurde vom lateinischen Europa nur zégerlich Gbernommen.)

*  G.H.Hardy: An Annotated Mathematician’s Apology. Lisbon 2019. S. 20.

175 Hans WuRing: 6000 Jahre Mathematik. Bd 1. Berlin, Heidelberg. Springer Verlag 2008. S. 211.

176 Hans Wulling: 6000 Jahre Mathematik. Bd 1. Berlin, Heidelberg. Springer Verlag 2008. S. 211.

177 Hans Wulling:Vorlesungen zur Geschichte der Mathematik. Frankfurt am Main. Verlag Harri Deutsch 2008. S. 79.
Hinweis: Fiir die Befruchtung des asiatischen Raums mit griechischer Mathematik spielten daneben auch die Aus-
breitung griechischer Kultur in Folge des Alexander Feldzuges sowie die hellenistischen GroRreiche eine Rolle.
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Wahrend das westromische Reich verschiedene germanische Einwanderungs- und
Eroberungswellen erlebte und dabei letztlich unterging,*”® blieb das ostromische Reich,
zumindest mit seiner Metropole Konstantinopel (Byzanz), bis zur Eroberung durch die
Osmanen (1453) ein Zentrum griechischer Kultur.

Spatestens beim Bau der Hagia Sophia bemerkte man dort, dass Mathematik und
insbesondere Statik auch im Christentum natzlich sein kénnen. Wahrend im Bereich des
ehemaligen westrémischen Reichs mindestens bis zum Jahr 1.000 das mathematische
Bildungsniveau sich im dauerhaften Tiefflug befand, gelang es im Byzantinischen Reich
immerhin, dem Schwund an mathematischen Wissen etwas Einhalt zu gebieten.
Zumindest die wichtigsten Schriften der hellenistischen Mathematik blieben so erhalten.
Beim vierten Kreuzzug kam es allerdings zu einer vollstdndig absurden Eroberung von
Konstantinopel durch christliche Kreuzritter. 1203 begann die Belagerung von
Konstantinopel, das 1204 fiel. Bei der anschlieBenden Plinderung von Konstantinopel
ging auch eine Vielzahl von Manuskripten in Flammen auf.

Man hat es den archimedischen Schriften also wahrlich nicht leicht gemacht, das

lateinische Europa der Renaissance zu erreichen.
Von den drei verschiedenen Wegen, auf denen die antike Wissenschatft schlielich in
Westeuropa durchgedrungen ist und die man kurz als den byzantinischen, den arabischen
und den lateinischen zu unterscheiden pflegt, ist im Falle Archimedes, anders als
gewohnlich, der erstgenannte der wichtigste gewesen. In Byzanz stellte im 9. Jahrhundert
der Enzyklopadiker Leon von Thessalonika eine Handschrift zusammen, die alle ihm
bekannten Werke des Archimedes enthielt und die der Archetypus aller Manuskripte
geworden ist, aus denen vor 1906 der griechische Text hergestellt werden konnte. Diese
Handschrift mufl3 zusammen mit einer ebenfalls in Byzanz kompilierten Sammlung von
griechischen Abhandlungen Uber Mechanik und Optik, in der auch archimedische Werke
vorkamen, im 13. Jahrhundert in den Besitz des Hohenstaufenkaisers Friedrichs des
Zweiten gekommen sein, der seinen Hof in Sizilien zu einem Zentrum fur Kinste und
Wissenschaft gestaltet hatte. Im Jahre Jahre 1269 wurde ein groRer Teil der in diesen
beiden Kodizes gesammelten Abhandlungen vom Dominikaner Willemm van Moerbeke,
dem bekannten Freunde des Thomas Aquinas, ins Lateinische Ubertragen. Es standen
somit um die Mitte des 13. Jahrhunderts die wichtigsten Werke des Archimedes der
lateinischen Christenwelt zur Verfliigung; es ist aber keineswegs zu verwundern, daf3 sich
vorlaufig nicht der geringste Einflul3 dieser neu erschlossenen Quelle griechischen Wissens
auf die westeuropaische Mathematik oder Naturwissenschaft bemerkbar machte. Bei dem
Tiefstand der europdischen mathematischen Bildung in diesen Zeiten, wo man erst anfing,
die Elemente des Euklid zu studieren, mussen die tiefdringenden mathematischen
Untersuchungen des Archimedes véllig unbegreiflich gewesen sein. Das wurde erst anders
im 15. Jahrhundert, in dem der Mathematiker und Astronom Regiomontanus eine
Archimedes-Handschrift erwarb und sogar eine gedruckte Ausgabe seiner Werke plante.
Erst im 16. Jahrhundert aber ist die allgemeine mathematische Bildung weit genug
fortgeschritten, um eine verbreitete Begierde nach einer Ausgabe zu erwecken. Im Jahre
1503 publizierte der neapolitanische Mathematiker Luca Gaurico lateinische
Ubersetzungen der Kreismessung und der Parabelquadratur. Diese wurden 1543 von
Tartaglia aufs neue ins Licht gegeben unter Hinzufligung der Schrift Gber die
schwimmenden Kdrper. Im nachsten Jahre, 1544, erschien die editio princeps von Thomas
Gechauff Venatorius, die alle bekannten Werke des Archimedes auf griechisch und
lateinisch und auRerdem die wichtigsten Kommentare des Eutokios enthielt. Im selben
Jahre publizierten die italienischen Mathematiker Commandino und Maurolyco, beide
tiichtige Kenner der antiken Mathematik, lateinische Ubersetzungen und gegen 1600 sind
jedenfalls die fihrenden Mathematiker Europas im Stande, sich eine genaue Kenntnis der
Archimedischen wissenschaftlichen Produktion zu erwerben.*”®

178 Der Machtanspruch des Bischofs von Rom tiberlebt den Untergang der Weltmacht Rom. Auch deswegen bleiben
Schriftsystem, Sakral- und Wissenschaftssprache weiterhin Latein bzw. lateinischen Ursprungs. Und das sind nur
die sichtbarsten Zeichen einer gemeinsamen kulturellen Grundpragung. Eine Gemeinsamkeit, die sich nicht zuletzt
im gemeinsamen Kampf des lateinischen Europas gegen den Islam und dessen Eroberungswillen zeigt.

179 Dijksterhuis: Archimedes und seine Bedeutung fiir die Geschichte der Wissenschaft. In: Abhandlungen zur
Wissenschaftsgeschichte und Wissenschaftslehre. Bremen. Carl Schiinemann Verlag 1952. S. 27f.
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Als man im lateinischen Europa anfangt die archimedischen Schriften ernsthaft zu
studieren, kommt es zu einer kreativen Explosion in Mathematik und mathematisierter
Wissenschaft. Einige wenige Beispiele sollen dies verdeutlichen.
Leonorda da Vinci (1452 — 1519) war stets auf der Suche nach Gelegenheiten, seine
Kenntnisse der archimedischen Schriften zu vervollstandigen. Und er war einer der ersten,
fur den es auch ganz selbstverstandlich war, sich im Geiste von Archimedes um den
weiteren Fortschritt der Wissenschaften zu bemuihen. So arbeitete er z.B. an der Aufgabe,
den Schwerpunkt des Tetraeders zu bestimmen.

Leonardo versuchte auch die Schwerpunkte von dreidimensionalen Korpern zu bestimmen,

immer mit den Methoden von Archimedes. Schlief3lich formulierte er ein Theorem zum

Auffinden des Schwerpunkts in einem Tetraeder. Das war eine beachtliche Leistung und

typisch fir die Art, in der die Gelehrten der Renaissance auf den Arbeiten von Archimedes

aufbauten.*®
Ernst Mach wurde von Leonardo vor allem dadurch beeindruckt, dass er auf der Basis
seiner Auseinandersetzung mit der archimedischen Mechanik quasi ,potentielle Hebel"
auch dort erkennen konnte, wo es gar keine realen Hebel gab und so Gleichgewichts-
bedingungen fur Konstellationen benennen konnte, fiir deren Analyse wir heute in der
Physik sogenannte Momente (Vektorprodukte aus Kraftvektoren und dazu orthogonalen
Ortsvektoren) verwenden.

Leonardo da Vinci (1452 — 1519), der beriihmte Maler und Forscher, scheint einer der

ersten gewesen zu sein, der die Wichtigkeit des allgemeinen Begriffs der sogenannten

statischen Momente gekannt hat.*®
Das Beispiel dazu: Gegeben sei eine Stange, die mit dem
einen Ende an ihrem Drehpunkt A fixiert ist. Am anderen XEJTEhD*'“kt
Ende seien zwei Seile fixiert. Am ersten, frei fallenden Seil 1
sei ein Gewicht P befestigt. Das zweite Seil werde Uber eine
Rolle seitlich weggefuhrt, bevor es frei fallen kann. Am
zweiten Seil sei ein Gewicht Q angehéngt. Wann ist ein so
ein System wie im Schaubild 23 skizziert im Gleichgewicht
und Dbleibt stabil in dieser Lage? Unter welchen
Voraussetzungen bleibt das Seil 2 so, dass es horizontal
auf die Umlenkrolle zu lauft?
Leonardo da Vinci kannte die Antwort: P 0

P:Q = AC:AB

so lautet (unter den Ublichen Idealisierungen) die
Gleichgewichtsbedingung flr die skizzierte Situation.

Schaubild 23: Skizze dhnlich einer
Leonardo Skizze in seinem Tagebuch

Hier in den Strecken AC und AB ,potentielle* oder auch ,virtuelle* Hebel zu erkennen, die falls sie die
gleiche Proportion wie die Gewichte P und Q aufweisen, zu einem Gleichgewichtszustand fuhren, ist in
der Tat ein grof3er Schritt auf dem Weg zu einem Denken in statischen Momenten.

Simon_Stevin (1548 — 1620) hat nicht nur einen wichtigen
Beitrag zur Erschlielung der archimedischen Schriften zur
Hydrostatik geleistet,’® sondern war auch in der Lage, das in
der archimedischen Hydrostatik permanent praktizierte Denken
in Gleichgewichtsbedingungen hdchst kreativ und nutzbringend
zur Klarung mechanischer Probleme einzusetzen. Von ihm
stammt das schon in der Einleitung erwahnte Stevinsche
Gedankenexperiment, das einen wichtigen Beitrag zur Klarung
der Physik der schiefen Ebene leistete (siehe Schaubild 24).
Auf einem Dreieck mit zwei schiefen Ebenen verschiedener

Neigung liegt eine geschlossene Kugelkette. Die Erfahrung lehrt, .
dass die Kette nicht von selbst rotiert, wenn sie nicht angestoRen |€xpertment

Schaubild 24: Das
Stevinsche Gedanken-

180 Reviel Netz & William Noel: Der Kodex des Archimedes. Miinchen. dtv 2010. S. 124.
181 Ernst Mach: Die Mechanik in ihrer Entwicklung. Frankfurt. Minerva 1982. S. 21.
182 Stevin hat dabei — zumindest in einem Punkt — die archimedische Hydrostatik gleich weiterentwickelt.
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wird. Andernfalls wére die Vorrichtung ein Perpetuum mobile, das Stevin unmdglich
erschien und nach heutiger Auffassung aufgrund der Energieerhaltung ausgeschlossen ist.
Da der untere Teil der Kette symmetrisch unter dem Dreieck héngt, kann dieser entfernt
werden, ohne das Gleichgewicht der verbleibenden Kette zu stéren. Daraus folgt direkt,
dass sich die Gewichte der Ketten auf den beiden schiefen Ebenen genauso verhalten wie
die Langen der beiden Seiten. AuRerdem folgt, dass die beiden Krafte nach rechts und
nach links im Scheitelpunkt der Kette vom Betrag gleich sind.'®

Ein berthmter Kollege von Stevin hat nicht nur den freien Fall untersucht, sondern ebenfalls (und in
engstem Zusammenhang mit dem Thema feier Fall) auch zu schiefen Ebenen gearbeitet: Galileo
Galilei (1564 — 1642). Sein Alterswerk — auf Grund des von der Inquisition verh&ngten Urteils in haus-
licher Haft verfasst — gilt als eines der Schliisselwerke der Physikgeschichte:

Ab 1633 hatte sich Galilei an sein physikalisch-mathematisches Hauptwerk gemacht:

Discorsi e Dimonstrazioni Matematiche intorno a due nuove science attenti alla meccanica

e i movimenti locali (Unterredungen und mathematische Demonstrationen tiber zwei neue

Wissenszweige, die Mechanik und die értlichen Bewegungen betreffend) (...).(...) Der Text

begriindet die moderne Physik, die Newton dann in seiner Principia ausbilden wird. (...)

Galileo Galilei stirbt am 8. Januar 1642. Ein prunkvolles Begrabnis wurde durch den

Vatikan verhindert.*8

Dieses Buch [Discorsi e Dimonstrazioni; NF] erschien im Jahr 1638, zu einem Zeitpunkt,
als Archimedes bereits 1850 Jahre tot war, eine ganz schon lange Zeitspanne. Und trotz-
dem bezieht sich Galilei standig auf Archimedes. Im Wesentlichen behandelt Galilei die
beiden Wissenschaften der Statik (Wie verhalten sich Kérper in Ruhe?) und der Dynamik
(Wie verhalten sich Korper in Bewegung?). Fir die Statik verwendet Galilei hauptsachlich
den Schwerpunkt und das Gleichgewichtsgesetz [Hebelgesetz; NF]. Beide Konzepte
Ubernimmt er von Archimedes — explizit und immer mit dem Ausdruck der Bewunderung.
Fur die Dynamik verwendet Galilei hauptsachlich die Approximation von Kurven und die
Verhéltnisse von Zeit und Bewegung, beides wiederum direkt von Archimedes entlehnt.
Keine andere Autoritat wird ahnlich oft oder mit vergleichbarer Hochachtung zitiert. Im
Wesentlichen hat Galilei dort begonnen, wo Archimedes aufgehdrt hatte, und er hat sich
genau in die Richtung bewegt, die sein Vorganger vorgegeben hatte.*®
Es steht auBer Frage: Galileis Discorsi von 1638 sind die Grundlage der Principia Newtons
und die Griindungsurkunde der neuzeitlichen Naturwissenschaft.'®
Aber nicht Galilei sondern Johannes Kepler (1571 — 1630) gelang die Enthdllung der
Planetengesetze. Fur diese Aufgabe waren sicherlich die Texte von Apollonios zu den
Kegelschnitten (Ellipsen!) entscheidender als die Schriften von Archimedes. Keplers Arbeit
zur Fassregel beginnt hingegen mit einem (etwas ungenauen) Ruckgriff auf Archimedes.
Es ist Uberhaupt schwierig, einen berithmten Mathematiker aus dieser Zeit zu finden, der
nicht auf die eine oder andere Weise durch Archimedes beeinflusst wurde. Es sollen hier
nur noch zwei spezielle Punkte herausgehoben werden:
- Eine Vielzahl an Mathematikern, darunter Simon Stevin und Gottfried Wilhelm
Leibniz, haben sich damals mit der Bestimmung von Schwerpunkten beschéttigt:
In der zweiten Halfte des 16. Jahrhunderts entsteht eine Kultur der Schwerpunkt-
bestimmung, die durch die Verehrung der Arbeit Uber das Gleichgewicht ebener
Flachen (...) angeregt wird. Dabei richtet sich das Interesse [vorwiegend; NF] auf
die Schwerpunktsberechnung von Kérpern, da von Archimedes auf diesem Gebiet
nur wenig Uberliefert ist.*®
- Eine Vielzahl an Mathematikern suchte nach Mdglichkeiten, es in puncto
Bestimmung krumm begrenzter Flachen oder Volumina Archimedes gleichzutun,
aber ohne doppelte reductio ad absurdum Beweise flihren zu missen, die ja meist
nur im Rahmen komplizierter geometrischer Beweisgange maglich sind.

183 Wikipedia Artikel: https://de.wikipedia.org/wiki/Stevinsches Gedankenexperiment Stand: 7.9.2022.

184 Thomas Sonar: 3000 Jahre Analysis. Berlin, Heidelberg. Springer 2011. S. 202f.

185 Reviel Netz & William Noel: Der Kodex des Archimedes. Miinchen. dtv 2010. S. 30f.

186 Ed Dellian in Galileo Galilei: Discorsi, (herausgegeben von Ed Dellian). Hamburg. Meiner Verlag 2015. S.VII
187 Thomas Sonar: 3000 Jahre Analysis. Berlin, Heidelberg. Springer 2011. S. 162.
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Ein wichtiger Teil der ideengeschichtlichen Wirkung der archimedischen Schriften besteht
tatsachlich darin, zur Suche nach einfacheren Moglichkeiten fur Flachen- und Volumen-
bestimmungen anzuspornen. Dass Archimedes es mit seiner Art der strengen Beweis-
fuhrung Ubertreibt, wird dabei h&ufig und Uberaus deutlich ausgesprochen.

Auch bei diesem Punkt der Reaktion auf die archimedischen Schriften ist erneut Simon
Stevin als einer der wichtigsten Akteure zu nennen. Des weiteren haben sich auch
Johannes Kepler und Paul Guldin (1577 — 1643) mit dem Thema ,Beweisvereinfachung*
beschéftigt.'®® Der besondere Ansatz von Cavalieri wurde bereits im Einleitungszitat zum
Abschnitt Quadratur der Parabel gestreift. Auf die Auflistung weiterer Namen soll hier
verzichtet werden. Haufig wurden solche Ansatze unter Heranziehung eines Konzepts von
Indivisiblen gerechtfertigt.'®

Solche Ansatze kann man dabei durchaus als Vorlaufer und/oder Wegbereiter der frihen
Analysis — wie sie von lsaac Newton (1642 — 1726) und Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 —
1716) erschaffen wurde — begreifen. Viele Ideen dieser Vorlaufer wurden (in der ein oder
anderen Form) in die Analysis integriert. Und so kennt man z.B. noch immer das Prinzip
von Cavalieri.

Nach der Entwicklung der Analysis durch Newton und Leibniz geriet die besondere Rolle
die die Wiederentdeckung der archimedischen Arbeiten fir das Bemihen um effizientere
mathematische Methoden zur Flachen- und Volumenbestimmung spielte, schnell in
Vergessenheit.

Ahnlich sieht es bei der Mechanik aus. Nachdem es in Newtons Principia gelang die
scholastische tradierte, aristotelische Teilung in himmlisch und irdisch auf hochst beein-
druckende Weise zu Uberwinden und Galileis Fallgesetz wie Keplers Planetengesetze in
einen gemeinsamen Bezugsrahmen einzubinden, ist schnell vergessen worden, wie viele
entscheidende Impulse die moderne Physik Archimedes verdankt. Letzteres auch
deswegen, weil die ehemals geometrischen Herleitungen in der Physik bald immer mehr
durch mathematische Techniken der Analysis ersetzt wurden.

Newton selbst kann man aber wohl nicht vorwerfen, jene Wurzeln, die erst die Fortschritte
der neuen Art der Naturphilosophie ermdglichten, vergessen zu haben. Es wére doch sehr
verbliffend, wenn er beim berihmten Newton-Zitat "If | have seen further it is by standing
on ye sholders of Giants" Archimedes bei den Riesen auf deren Schultern er stand, nicht
mitgemeint héatte.

In Renaissance und zu Beginn der Neuzeit vermittelten die Arbeiten von Archimedes
einen grundlegend neuen Zugang zur Mechanik. Archimedische Mechanik hat nichts mit
erstarrter Scholastik zu tun. Allein das machte den archimedischen Ansatz schon attraktiv.
Und dann lieferte er auch noch eine funktionierende Wissenschaft. Eine, in der, wie sich
zeigte, man zudem auch noch schnell Fortschritte erzielen konnte.

In dem man sich Archimedes als wissenschaftlicher Leitfigur zuwandte, wandte man sich
den Methoden der mathematisierten Wissenschaft zu. Aus dieser Zuwendung zu
mathematisierter Wissenschaft entspringt ein neues Leitbild: Galilei stellt es in seinem
spaten Hauptwerk Discorsi e Dimonstrazioni vor. Ein neues Leitbild, das in der euro-
paischen Kultur ein zentraler Orientierungspunkt fur klugen Verstandesgebrauch wird.

Es geht hier um nicht weniger als um eine der Kernpragungen der westlichen Kultur und
Zivilisation.

188 Einen ersten Einblick in deren Bemiihungen zur Erweiterung der in der Mathematik zuldssigen Beweismethoden
gibt Eberhard Knobloch: Archimedes, Kepler und Guldin — Zur Rolle von Beweis und Analogie in Volker Peckhaus
(Hrsg.): Oskar Becker und die Philosophie der Mathematik. Miinchen, Paderborn. Fink Verlag 2005. Hinweis: Die
dort vertretene Auffassung, dass Archimedes bei seinen mechanischen Herleitungen einem Denken in Indivisiblen
anhing, muss man nicht unbedingt teilen. Dieser Punkt ist aber auch fiir den sonstigen Inhalt des Aufsatzes nicht
besonders erheblich.

189 Vgl. im Bedarfsfall: Thomas Sonar: 3000 Jahre Analysis. Berlin, Heidelberg. Springer 2011. S. 208ff.
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Archimedes als kulturpragende Schliisselfigur

Wenn es um den Einfluss griechischer Mathematiker auf die intellektuelle Neuorientierung
im lateinischen Europa wéhrend Renaissance und Neuzeit geht, dann sind - vor allen
anderen - drei Namen einschlagig:
Euklid, Archimedes und Apollonios.

Euklids Elemente vermittelten den Zugang zu beweisender Mathematik bis hin zu
axiomatischer Theoriebildung sowie geometrisches Grundwissen und stimulierten allerlei
Versuche axiomatisch deduktives Denken auch in Bereichen deutlich jenseits der Mathe-
matik heimisch zu machen.

Apollonios Konika lieferten das mathematische Detailwissen zu Ellipsen und Parabeln, das
nutzbringend zum Verstandnis der Planetengesetze (Kepler) und des schiefen Wurfs
(Galilei) eingesetzt werden konnte.

Archimedes, der chronologisch zwischen Euklid und Apollonios liegt, belegte mit seinen
Arbeiten, dass man vor den mathematischen Herausforderungen krumm begrenzter
Figuren und Korper keineswegs kapitulieren muss. Das stimulierte eine Vielzahl von
Reaktionen, die letztlich in die Erschaffung der Analysis durch Newton und Leibniz
mundeten. Etliche Grundgedanken dieser neuen mathematischen Disziplin hatte
Archimedes bereits als heuristisches Hilfsmittel benutzt, was jedoch in Renaissance und
Neuzeit unbekannt war. Zudem ist Archimedes die zentrale antike Leitfigur bei der
Hausbildung des Leitbildes der mathematisierten Wissenschaft. Seine Arbeiten zur
Hydrostatik und mehr noch jene zur Mechanik befoérdern einen Umbruch des Denkens.
Galileis Discorsi und Newtons Principia sind die Mark- und Meilensteine dieses Umbruchs.

Archimedes verkorpert als antikes Genie bereits finf zentrale Grundiberzeugungen und
Eckpfeiler der westlichen Verstandeskultur:
- Mathematische Beweise und nicht Tradition oder Religion liefern die sichersten
Menschen zuganglichen Einsichten;
Mathematisierte Wissenschaften und nicht die Deutungen der Tradition oder
Religion liefern die profundesten Erkenntnisse Uber die Welt;
Ingenieursmafdig betriebene Entwicklung von Technik, die auch das Wissen der
mathematisierten Wissenschaften nutzt, liefert Giberlegene Problemlésungen;
Bei allem Vorwértstreben des Denkens muss man Vorsicht und Umsicht walten
lassen und sich eine strenge Selbstdisziplin beim Verwenden delikater Methoden
auferlegen, um nicht den Boden des klugen Verstandesgebrauchs zu verlassen,;
Der denkende Mensch hat das Recht, sich ein elgenes Urteil zu bilden.
Dlese Formulierungen sind bewusst so gewahlt, dass sie die gesellschaftliche Brisanz
dieser Denkkultur unterstreichen. Eine Brisanz, die Galilei sehr unmittelbar zu spiren
bekam. Eine Brisanz die sich auch in der engen Verzahnung von neuen Wissenschaften
und der Kultur der Aufklarung zeigt.
Angesichts dieser Sachlage ware es wohl angemessen, wenn Archimedes auch heute
noch als Schlusselfigur der westlichen Kultur betrachtet wirde. Die archimedischen
Arbeiten bzw. deren Rezeption in der Renaissance werden aber keineswegs durchgéangig
als kultur- bzw. zivilisationspragend anerkannt:
In Winklers Geschichte des Westens tauchen auch zweit- bis drittklassige Geistesgrof3en
auf, aber ein Eintrag Archimedes fehlt im Register (Bd 1, 2. Aufl.). Platon hat 11 Eintrage.
Und der von etlichen Feuilletonisten noch immer als wichtigster deutschsprachiger Denker
gefeierte Habermas meint in seinem Werk Auch eine Geschichte der Philosophie den Weg
vom Glauben zum Wissen in der abendlandischen Kultur erfassen zu kénnen, ohne tber-
haupt auf die Erfindung der beweisenden Mathematik in der griechischen Antike zu
sprechen zu kommen. Nun, viele hassen die Anstrengungen mathematischen Denkens
und so finden solche Werke leichter ihr Publikum als mit Mathematik belastetes Schrifttum.
Da haben die Verleger schon recht.
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Nachbemerkung

Dieses Papier wurde langer bebritet als jeder andere Text auf www.antike-griechische.de.
Von Anfang an war es das Ziel, einerseits einen Text zu verfassen, der mehr
Informationen und tiefere Einblicke liefert als Stratherns Bandchen Archimedes & der
Hebel, der aber dennoch binnen ein paar Stunden gelesen werden kann und keine Tage
oder gar Wochen intensiven Durcharbeitens erfordert, um vollstandig erfasst zu werden.

Diese Zielsetzung machte es naturlich notwendig, in der Mehrzahl der Falle auf eine
ausfuihrliche Prasentation der Beweisgadnge zu verzichten. Was die Details der archime-
dischen Beweisgange angeht, so werden diese fast durchgangig unterschlagen.** Der
Text begnugt sich meist mit ein paar Hinweisen zur Beweisstrategie.

Wenn die hier bevorzugte Vogelperspektive verlassen wird, dann stets, weil sich eine
Gelegenheit bietet, um an einem besonders einfachen Beispiel typische Merkmale des
archimedischen Vorgehens zu erlautern. Was man in diesem Papier haufiger findet als
Einblicke in die Details der Beweisgénge, sind anschauliche Zugange zu den von
Archimedes benutzten Konzepten der Naherung. Es sind nicht zuletzt diese Konzepte der
Néaherung, mit denen Archimedes auf die Herausbildung der Analysis Einfluss nahm.

Insgesamt wurde versucht, das mathematische Anspruchsniveau in einem Rahmen zu
halten, der mit der Idee von gehobener Allgemeinbildung noch vertraglich ist. Trotzdem
wird ein Leser, der mathematisches Beweisen nur vom HoOrensagen kennt, mit diesem
Text deutlich groRere Schwierigkeiten haben, als mit anderen Papieren auf www.antike-
griechische.de.

Es wurde Wert darauf gelegt den Problemen im Umfeld des Beweises/Scheinbeweises
des Hebelgesetzes wie den Eigentumlichkeiten der mechanisch eingefarbten Beweis-
technik (die von Archimedes keineswegs nur heuristisch benutzt wird) angemessenen
Raum einzurdumen.

Zugleich sollte aber auch deutlich unterstrichen werden, wie grof3 und segensreich der
Einfluss gerade der archimedischen Mechanik in Renaissance und Neuzeit war.

Der Leser wird unschwer erkennen, dass ich gelegentlich auf Texte anderer Autoren mit
Kopfschutteln reagiert habe. Manches von dem, was zu Archimedes publiziert wird, halte
ich nicht nur fir schlicht falsch, sondern flr akademisch eingekleideten groben Unsinn.

Noch argerlicher als solcher Unsinn ist die in den Geistes- wie Geschichtswissenschaften
gangige, sich gern hochgebildet gebende Ignoranz der kultur- und zivilisationspragenden
Kraft der beweisenden Mathematik bzw. mathematisierten Wissenschaften.***

Wer jetzt ein paar pathetische AuRerungen erwartet, derart, dass dieser Text versucht,
derartiger Ignoranz nach Kraften entgegen zu wirken, den muss ich enttauschen. An der
Spaltung in zwei Kulturen (C.P. Snow) lasst sich meines Erachtens nichts mehr andern.
Die Motivlage hinter der Produktion dieses Papiers ist einfacher und wenn man so will
auch narzisstischer:

Ich habe in meinem 70zigsten Lebensjahr einen Text fertig gestellt, bei dem ich davon
Uberzeugt bin, dass ich ihn in meinem 20zigsten Lebensjahr mit erheblichem Genuss und
Gewinn gelesen héatte. Das verschafft mir eine Uberaus angenehme Befriedigung.

Aber natirlich gibt es (jenseits dieses Irrealis) auch die Idee, dass es vielleicht noch
weitere Leser gibt, die Genuss und/oder Gewinn aus diesem Text ziehen kénnen.

In diesem Sinne

N.F.
ps: panta rhei: alles flieRt und manches geht dabei den Bach runter.

190 Allerdings werden ersatzweise vielzdhlige Hinweise zu einschldgiger Literatur in den Fullnoten gegeben.
191 Ich habe ein paar Vermutungen zu den Ursachen der von etlichen Autoren diesbeziiglich gepflegten Ignoranz, aber
deren Aullerung konnte als grob unhoflich gewertet werden und so schweige ich dazu lieber.
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Anhang
Abbildungen

Das Titelbild zeigt ein mittelalterliches Idealportrdt von Archimedes (Ursprung unklar).
Dieses wurde dem Wikimedia Commons Archiv entnommen und ist gemeinfrei.

Die Abbildung 2 auf Seite 12 ist eine Bearbeitung der dem Wikimedia Commons Archiv
entnommenen Abbildung Archimedes pi.svg von Fredrik sowie Leszek Krupinski und ist
gemeinfrei.

Die Abbildung 4 auf Seite 16 ist eine Bearbeitung der dem Wikimedia Commons Archiv
entnommenen Abbildung Archimedean spiral.png von AnonMoos und ist gemeinfrei.

Die Abbildung 7 auf Seite 19 ist eine Bearbeitung der dem Wikimedia Commons Archiv
entnommenen Abbildung Archimedean spiral circle squaring triangle.svg von Kmhkmh und
unterliegt der Creative Commons Attribution 4.0 International Lizenz.

Die Abbildung 10 auf Seite 25 ist eine Bearbeitung der dem Wikimedia Commons Archiv
entnommenen Abbildung Cicero entdeckt das Grabmal des Archimedes (Zuccarelli).jpg
und ist gemeinfrei.

Die Abbildung 12 auf Seite 27 ist eine Bearbeitung der dem Wikimedia Commons Archiv
entnommenen Abbildung 01-Volumenvergleich Kugel — Zylinder.svg von Petrus3743 und
unterliegt der Creative Commons Attribution-Share Alike 4.0 International Lizenz.

Die Abbildung 14 auf Seite 29 wurde von Claude (Anthropic) erstellt und ist gemeinfrei.

Die Abbildung 16 auf Seite 32 ist eine Bearbeitung der dem Wikimedia Commons Archiv
entnommenen Abbildung 01-Schwerpunkt im Dreieck-2.svg von Petrus3743 und
unterliegt der Creative Commons Attribution-Share Alike 4.0 International Lizenz.

Die Abbildung 17 auf Seite 38 ist eine Bearbeitung der dem Wikimedia Commons Archiv
entnommenen Abbildung Archimedes lever (Small).jpg und ist gemeinfrei.

Die Abbildung 19 auf Seite 43 ist eine Bearbeitung der dem Wikimedia Commons Archiv
entnommenen Abbildung Conic Sections de.svg von Antonsusi und unterliegt der Creative
Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported Lizenz.

Die Abbildung 21 auf Seite 45 wurde Archimedes: Werke. Darmstadt. WBG 1983. S.157
entnommen und ist in Ermangelung einer nennenswerten Schaffenshéhe gemeinfrei.

Die Abbildung 24 auf Seite 63 ist eine Bearbeitung der dem Wikimedia Commons Archiv
entnommenen Abbildung Stevinsches.Gedankenexperiment.png von Bautsch, der ein
unentgeltliches, bedingungsloses Nutzungsrecht fiir jedermann ohne zeitliche,
raumliche und inhaltliche Beschrankung, eingerdumt hat.

Alle anderen Abbildungen wurden selbst erstellt und sind gemeinfrei.
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Empfehlungen
Biicher

Gunter Aumann: Archimedes - Mathematik in bewegten Zeiten

Trotz kleinerer Schwachen: Die beste deutschsprachige ErschlieBung der archimedischen Mathematik
(keine klassische Ubersetzung). Dieses Papier hat dem Aumann Buch viel zu verdanken.

Sir Thomas Heath (editor): The Works of Archimedes

Eine etwas altere, aber immer noch gern benutzte, fur den modernen Leser sehr gut zugangliche
Ubersetzung (englisch). Der Ubersetzung vorgeschaltet ist eine ausfiihrliche, Uberaus informative
Einleitung.

Zur Literaturliste (Literaturempfehlungen) auf www.antike-griechische.de.

Links

Thomas Heath: Archimedes’ Werke (PDF) (deutsch — Ubersetzer aus dem Englischen: Fritz Kliem)
Die klassische Ubersetzung von Heath ins Deutsche (ibertragen.

Thomas Heath: A History of Greek Mathematics, Volume 2 (PDF)

Ein Uberblick uber die griechische Mathematik von Aristarchos bis Diophantos mit ca. 90 Seiten zu
Archimedes (englisch).

Vorlesung zur frilhen Geschichte der Mathematik (PDF)

Vorlesungsskript von D. Gronau zur Geschichte der Mathematik (Uni Graz): Ein Uberblick von den
agyptischen und babylonischen Anfangen bis hin zu Newton und Leibniz (106 S., PDF-Dokument).

Jens Hgyrup: Archimedism, not Platonism: on a malleable ideology of renaissance mathematicians
(1400 to 1600), and on its role in the formation of seventeenth century philosophies of science (PDF).

Ein Manuskript (aus 1990), das einen Beitrag zur Korrektur der gangigen Unterbewertung der
ideengeschichtlichen Bedeutung von Archimedes leistet (englisch). Der Text erschien in Archimede:
Mito Tradizione Scienza (1992): 81-110.
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